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Capítulo 4
Matemáticas para entender el dengue

DOI:10.17230/978-958-720-986-0ch4

Diana Paola Lizarralde y María Eugenia Puerta-Yepes

Introducción

En las últimas décadas ha habido un gran interés por compren-

der e identificar los principales factores involucrados en la trans-

misión y propagación de enfermedades infecciosas a través de

diferentes estrategias como la formulación de modelos basados

en sistemas de ecuaciones ordinarias [127,128], la construcción

de mapas de riesgo considerando factores externos (sociales y

ambientales) [125, 126, 129], el análisis de las características de

desarrollo de la población de vectores a través de ensayos expe-

rimentales [130, 131], y la formulación de modelos estadísticos

que consideran la información de las redes sociales [132], entre

otros. Todos estos enfoques requieren información para obtener

soluciones, formular estrategias de control o hacer predicciones

sobre la propagación de enfermedades infecciosas.

El enfoque de este capítulo son los modelos basados en sis-

temas de ecuaciones diferenciales ordinarias que se formulan

como problemas de valor inicial (IVP) dados por

x′(t) = f(x, θ), x(t0) = x0 (2)

donde t ∈ [t0, tk], tk > t0, θ es el vector de parámetros,
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x corresponde al vector de variables de estado y x0 corres-

ponde al vector de condiciones iniciales. Dependiendo de la na-

turaleza del campo vectorial dado por la función (f) se puede o

no tener una solución analítica. En particular, para los modelos

que simulan la transmisión de enfermedades infecciosas, como

el dengue, generalmente no es posible obtener dicha solución;

por lo tanto, es necesario usar métodos numéricos con el fin de

obtener las trayectorias del modelo. Para calcular estas solucio-

nes es necesario definir valores para los parámetros (θ) y las con-

diciones iniciales (x0), teniendo en cuenta las características del

fenómeno bajo estudio. Adicionalmente, se analizará el compor-

tamiento de dichos sistemas a través de la definición de un um-

bral (el número reproductivo básico), el cual permite determinar

la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema.

Formulación de los modelos matemáticos

Los modelos y resultados obtenidos en epidemiología matemá-

tica por Kermack, Mackendrick y Ross han sentado las bases en

la formulación de nuevos modelos compartimentales para com-

prender y estudiar la dinámica de diferentes enfermedades como

la viruela, el sarampión, el dengue y el sida, por nombrar algu-

nos [133–135]. Por consiguiente, en los últimos años ha habido

un crecimiento exponencial en la formulación de varios mode-

los epidemiológicos para comprender la transmisión, estudiar la

propagación de una enfermedad en particular y evaluar estrate-

gias de control y vacunación, entre otros [127,128,136,137].
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En consecuencia, surge la necesidad de plantear algunos ob-

jetivos generales para guiar la investigación en el campo de la

formulación de nuevos modelos epidemiológicos [138,139]. En-

tre estos se encuentran, por ejemplo, un mejor entendimiento e

interpretación de los puntos de equilibrio, así como el análisis

de estabilidad, no considerar un único valor para cada paráme-

tro, y tratar de debilitar el supuesto de una población distribuida

de manera homogénea, además de incorporar la dispersión de la

enfermedad a nivel espacial. En este punto es importante resal-

tar que la formulación de modelos depende de la pregunta espe-

cífica a la que se quiera dar respuesta; por ejemplo, un modelo

que quiere únicamente entender la transmisión de cierta enfer-

medad puede ser diferente de un modelo que busque evaluar la

efectividad de diferentes estrategias de control y estos a su vez

serán distintos de un modelo que pretenda analizar la dispersión

de una enfermedad de una población a otra.

Por ejemplo, el modelo introducido por [140] fue formulado

para describir la dinámica de transmisión del virus dengue, pe-

ro además para evaluar estrategias de control sobre la población

de mosquitos. Por esta razón, se consideraron todas las etapas de

desarrollo de los mismos (huevo, larva y pupa) que correspon-

den a las primeras tres ecuaciones, las siguientes tres aluden a la

población adulta de mosquitos (susceptibles, expuestos e infec-

ciosos) y las últimas cuatro corresponden a la población huma-

na (susceptibles, expuestos, infecciosos y recuperados). En este

modelo, los parámetros que representan el control son µ′
l, µ

′
p, µw
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que se interpretan como la mortalidad producida en larvas, pu-

pas y mosquitos adultos como consecuencia de la aplicación de

controles químicos (larvicidas, fumigaciones) en cada etapa del

vector. Todos los detalles de la formulación se encuentran en (3).

dE

dt
= ϕ

(
1− E(t)

C ′

)
W (t)− (σe + µe)E(t)

dL

dt
= σeE(t)− (σl + µl + µ′

l)L(t)

dP

dt
= σlL(t)− (σp + µp + µ′

p)P (t)

dW1

dt
= σpP (t)−

[
βw

I(t)

N
+ µw + µ′

w

]
W1(t)

dW2

dt
= βw

I(t)

N
W1(t)− (γw + µw + µ′

w)W2(t)

dW3

dt
= γwW2(t)− (µw + µ′

w)W3(t)

ds

dt
= µh −

[
βh

W3(t)

W (t)
+ µh

]
s(t)

de

dt
= βh

W3(t)

W (t)
s(t)− (γh + µh)e(t)

di

dt
= γhe(t)− (σh + µh)i(t)

dr

dt
= σhi(t)− µhr(t)

(3)

Por otro lado, [141] muestran que un modelo SIR (que permi-

te ver la población susceptible, la infectada y la recuperada, de

ahí la sigla) puede ser suficiente para simular la transmisión de

dengue en algunas poblaciones, es decir, no siempre es necesa-

rio considerar de manera explícita la población de mosquitos (4).
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dHS

dt
= BH − β

HI

H
HS − µHHS

dHI

dt
= β

HI

H
HS − (γH + µH)HI

dHR

dt
= γHI − µHHR

(4)

Respecto a la dispersión y transmisión de una enfermedad

de una población a otra, en los últimos años ha tomado fuerza

la formulación de modelos metapoblacionales [142]. Estos con-

sisten en dividir las poblaciones en varias subpoblaciones, y así

formular un modelo para cada subpoblación teniendo en cuenta

la movilidad de un grupo al otro. Por ejemplo, en el modelo (5),

se consideran dos subpoblaciones, N1 y N2. Para cada subpobla-

ción se formuló un modelo sir, en el que los parámetros son dife-

rentes para cada población. Además, se definen los parámetros

pij como la fracción de tiempo durante la cual están los indivi-

duos del parche i en el parche j [139].

S′
1 = −β1p11S1

[
p11

I1
N1

+ p21
I2
N2

]
− β2p12S1

[
p12

I1
N1

+ p22
I2
N2

]
I ′1 = β1p11S1

[
p11

I1
N1

+ p21
I2
N2

]
+ β2p12S1

[
p12

I1
N1

+ p22
I2
N2

]
− γ1I1

S′
2 = −β1p21S2

[
p11

I1
N1

+ p21
I2
N2

]
− β2p22S2

[
p12

I1
N1

+ p22
I2
N2

]
I ′2 = β1p21S2

[
p11

I1
N1

+ p21
I2
N2

]
+ β2p22S2

[
p12

I1
N1

+ p22
I2
N2

]
− γ2I2

(5)

Dependiendo de la pregunta que se formule, un modelo pue-

de ser más complejo que otros, este hecho se ve reflejado, por
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ejemplo, en el número de variables y el número de parámetros a

estimar, como se puede observar en (3), (4) y (5). Aunque al mis-

mo tiempo los modelos epidemiológicos nos pueden guiar hacia

la pregunta de cuál información es necesaria para tener un mejor

entendimiento del fenómeno en estudio, también nos permiten

formular hipótesis y validarlas a través de diferentes escenarios

y determinar cuáles parámetros resultan más relevantes para la

ocurrencia o no de una epidemia [143].

Por otro lado, es necesario estar conscientes de que los mo-

delos epidemiológicos son una simplificación de la realidad [143],

es decir, siempre se van a quedar por fuera factores que no se

pueden incorporar por falta de información o de entendimiento

del modelador, así como por un alto nivel de incertidumbre en la

información disponible. Por ejemplo, cuando se formuló el mo-

delo de transmisión del virus dengue para simular la epidemia

ocurrida en el año 2010 en el municipio de Bello [144] se consi-

deró la posibilidad de incluir la transmisión por diferentes sero-

tipos del virus siguiendo las ideas presentadas por [145]; sin em-

bargo, la idea tuvo que ser desechada debido a que en la informa-

ción disponible los casos de dengue no están clasificados por se-

rotipos (Sistema de Vigilancia en Salud Pública, SIVIGILA http:

//portalsivigila.ins.gov.co/sivigila/documentos/Docs_1.php).
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Definición de rangos apropiados para los parámetros y

condiciones iniciales del modelo a partir de la información

disponible

Una de las mayores dificultades que se presenta en la aplica-

ción de los modelos presentados anteriormente es definir valo-

res apropiados para cada parámetro de manera que estos tengan

sentido biológico. Además, se espera que con estos valores sea

posible ajustar el modelo a datos reales (para más detalles acerca

del proceso de ajuste consultar el capítulo , teniendo en cuenta

que cada población de vectores tiene tasas de desarrollo dife-

rentes [146].

Para los parámetros de transición, primero se considera una

cohorte de individuos infectados, luego se define u(s) como el

número de individuos infectados que después de un tiempo (s)

continúan estando infectados. Ahora, si una fracción α de indivi-

duos infectados dejan de estarlo por unidad de tiempo, entonces

u′(s) = αu(s)

u(s) = u(0)e−αs

Por lo tanto, el promedio del período infectado en condicio-

nes de laboratorio sigue una distribución exponencial con valor

esperado igual a 1/α, dondeα se define como el período de tiem-

po durante el cual un individuo permanece infectado.

Por otro lado, para definir los parámetros de mortalidad for-

mulamos el siguiente problema de valor inicial:
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P ′(t) = −µP (t)

P (0) = P0

que tiene como solución P (t) = P0e
−µt, donde µ representa

la tasa de mortalidad. La condición inicial (P0) es dada por el

modelador con base en la información disponible.

Respecto al cálculo de las condiciones iniciales de cada mo-

delo, estas dependen de la información que se tenga de experi-

mentos en el laboratorio, tamaños de las poblaciones y número

de casos reportados por las entidades oficiales de cada país. La

disponibilidad y la precisión varían de un lugar a otro.

Número reproductivo básico

El valor del número reproductivo básico (R0) puede interpretar-

se como el número promedio de casos secundarios que puede

producir un solo caso si se introduce en una población suscepti-

ble. Este número proporciona información sobre si la enferme-

dad se establecerá o no en la población [147].

Diferentes estrategias para calcular el R0 han sido propues-

tas, sin embargo, no todas arrojan los mismos resultados y de-

pendiendo de la complejidad del modelo es posible usar una u

otra. En este capítulo explicaremos cómo calcular el R0 de mo-

delos que simulan la transmisión de enfermedades infecciosas

a partir del cálculo de la matriz de la siguiente generación. Para

una discusión más detallada de la historia del R0 y de las ventajas
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y desventajas de diferentes estrategias para el cálculo del mismo

recomendamos revisar [148,149].

El método de la matriz de la siguiente generación para

calcular el número reproductivo básico
Este método fue desarrollado por [150, 151]. Para el cálculo

del R0 a través de esta metodología se considera únicamente las

ecuaciones en donde se producen nuevas infecciones y cambios

de estado entre individuos infectados. A este conjunto de ecua-

ciones se le denomina subsistema de infectados. Enseguida, se

debe linealizar este subsitema alrededor del punto de equilibrio

libre de la enfermedad (este punto siempre existe). El sistema

ya linealizado se puede describir por una matriz jacobiana, que

puede descomponerse en la suma de dos matrices T y Σ. La ma-

triz T describe la producción de nuevas infecciones, mientras

que la Σ describe los cambios de estado, incluyendo los remo-

vidos por muerte o por adquisición de inmunidad. Finalmente,

construimos la matriz de la siguiente generación (NGM, next-

generation matrix) K = −TΣ−1. El R0 estará dado por el radio

espectral de esta matriz, es decir, por el valor propio dominante

de la matriz K.

Teoría de estabilidad
En general, no es posible obtener soluciones analíticas para los

modelos epidemiológicos, por esta razón es necesario enfocarse

en entender la evolución de las enfermedades a partir de un aná-

lisis cualitativo de los mismos. Para esto es importante efectuar
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un análisis de estabilidad alrededor de los puntos de equilibrio

de cada modelo. Gran parte de la teoría que se desarrollará acer-

ca de la estabilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales en

este capítulo se debe al matemático ruso Aleksandr Lyapunov

(1857-1918). Lyapunov en su tesis doctoral publicada en 1892

formaliza el estudio de estabilidad que se venía haciendo en esa

época. A continuación, se presentan los fundamentos de la teo-

ría de estabilidad que hoy lleva su nombre [152,153].

Definición 1. Un punto x∗ es un punto de equilibrio del sis-

tema ẋ = f(x), si f(x∗) = 0. Es decir, son los puntos donde las

soluciones son constantes.

Definición 2. El punto de equilibrio x∗ del sistema ẋ = f(x) es

estable, si para cada ϵ > 0, existe un δ = δ(ϵ) > 0, tal que si

||x0 − x∗|| < δ ⇒ ||φ(t,x0)− x∗|| < ϵ, ∀t ≥ 0

inestable, si no es estable

asintóticamente estable, si el punto es estable y δ puede

elegirse de modo que

||x0 − x∗|| < δ ⇒ ĺım
t→∞

||φ(t,x0)− x∗|| = 0.

La figura 12 ilustra estas definiciones.
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Figura 12: x∗ representa un punto de equilibrio del sistema ẋ = f(x).

1

x∗

ε

x0

δ

Nota: La curva negra ilustra la definición de punto estable. La curva verde

muestra la definición de punto inestable. La curva roja representa la

definición de punto asintóticamente estable.

Para clasificar los puntos de equilibrio de un sistema de ecua-

ciones diferenciales no lineales se aplican con fecuencia dos mé-

todos. El primero aproxima el comportamiento del sistema no

lineal, a través de un sistema lineal asociado, este enfoque se co-

noce como primer método de Lyapunov o método indirecto. El

segundo, conocido como método directo de Lyapunov, requiere

la construcción de funciones definidas (o semidefinidas) positi-

vas cuyas derivadas a lo largo de las trayectorias sean definidas

o semidefinidas negativas. Una pregunta que surge de manera

natural es la siguiente: ¿cuál de estos métodos resulta más ade-

cuado para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio

asociados a los modelos epidemiológicos? Para responder parte

de este interrogante se presenta una clasificación de los puntos

de equilibrio, en hiperbólicos y no hiperbólicos.
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Definición 3. Un punto de equilibrio x∗ del sistema ẋ = f(x) se

dice hiperbólico si todos los valores propios (λ) de la matriz jaco-

biana alrededor de este punto (Df(x∗)) tienen parte real distinta

de 0. De lo contrario, x∗ se dice no-hiperbólico.

Definición 4. Si x∗ es un punto de equilibrio del sistema ẋ =

f(x), entonces la ecuación diferencial lineal ẋ = Df(x∗)x se de-

nomina linealización del campo vectorial f en el punto x∗. Don-

de Df(x∗) es la matriz Jacobiana de f en el punto x∗.

Para clasificar los puntos de equilibrio del sistema no lineal

ẋ = f(x), lo primero que se debe hacer es linealizar el sistema

alrededor del punto de equilibrio x∗. En este punto hay dos for-

mas de proceder para determinar si x∗ es o no hiperbólico. Se

puede o bien calcular directamente los valores propios de la ma-

triz Df(x∗) o bien aplicar el criterio de Routh-Hurwitz, que de-

be su nombre a dos matemáticos (uno inglés y el otro alemán)

que llegaron a resultados equivalentes por separado. Este crite-

rio afirma que si se tiene un polinomio característico de grado

k, se pueden construir k matrices de tal manera que los valores

propios del sistema asociado a este polinomio tienen parte real

negativa si y solo si el determinante de cada matriz que se cons-

truyó es mayor que 0. Este resultado se resume en el siguiente

teorema:
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Teorema 1. Dado el polinomio característico

λk + a1λ
k−1 + a2λ

k−2 + · · ·+ ak = 0,

definimos k matrices como sigue:

H1 = [a1], H2 =

a1 1

a3 a2

 , H3 =


a1 1 0

a3 a2 a1

a5 a4 a3

 , · · · ,

Hj =


a1 1 0 0 · · · 0

a3 a2 a1 1 · · · 0

a5 a4 a3 a2 · · · 0

a2j−1 a2j−2 a2j−3 a2j−4 · · · aj

 , · · · ,

Hk =


a1 1 0 · · · 0

a3 a2 a1 · · · 0
...

...
... · · ·

...

0 0 0 · · · ak


donde el término (l,m) de la matriz Hj es

a2l−m si 0 < 2l −m < k

1 si 2l = m

0 si 2l < m o 2l > k +m

Entonces todos los valores propios tienen parte real negativa si

y solo si det(Hj) > 0 para j = 1, 2, ..., k.

107



Al aplicar el método indirecto de Lyapunov o metódo de li-

nealización se puede concluir el comportamiento de x∗ a partir

de la linealización del sistema alrededor de este punto como se

enuncia en el siguiente teorema:

Teorema 2. (Método indirecto de Lyapunov) Sea f ∈ C1.

Si todos los valores propios de la matriz Jacobiana Df(x∗)

tienen parte real negativa, entonces el punto de equilibrio

x∗ de ẋ = f(x) es asintóticamente estable

Si al menos uno de los valores propios de la matriz Jaco-

biana Df(x∗) tiene parte real positiva, entonces el punto de

equilibrio x∗ de ẋ = f(x) es inestable

Se debe tener cuidado al aplicar el método indirecto de Lya-

punov, ya que no dice nada acerca del comportamiento de x∗ si

tiene asociado un valor propio con parte real igual a 0. Por tanto,

el resultado es válido únicamente para los puntos de equilibrio

hiperbólicos [153]. Luego, el teorema formulado por Grobman

en 1959 y un año después por Hartman garantiza que el com-

portamiento alrededor de un punto de equilibrio hiperbólico en

el sistema linealizado es equivalente al comportamiento en el

sistema no lineal:

Teorema 3. (Grobman-Hartman) Six∗ es un punto de equilibrio

hiperbólico de ẋ = f(x), entonces existe una vecindad de x∗ en la

cual f es topológicamente equivalente al campo vectorial lineal

ẋ = Df(x∗)x.
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Por otro lado, el método directo de Lyapunov, a diferencia

del método indirecto, se puede aplicar tanto a puntos hiperbóli-

cos como no hiperbólicos. De manera general, consiste en cons-

truir una función definida o semidefinida positiva, cuya derivada

a lo largo de las trayectorias sea definida o semidefinida nega-

tiva. Finalmente, a partir de la construcción de esta función se

pueden clasificar los puntos de equilibrio en estable, inestable y

asintóticamente estables.

Sin pérdida de generalidad se supone x∗ = 0, de no ser así, se

define la transformación y = x − x∗ y se trabaja con el sistema

de ecuaciones ẏ = g(y), donde g(y) = f(y + x∗) tiene un punto

de equilibrio en el origen.

Definición 5. Sea V : D ⊂ Rn → R una función continuamente

diferenciable tal que x∗ = 0 ∈ D. V es definida positiva sobre D

si:(i) V (x∗) = 0

(ii) V (x) > 0, x ̸= x∗ ∈ D

Definición 6. La derivada orbital de V a lo largo de las trayec-

torias del sistema ẋ = f(x) se denota V̇ (x) y está dada por

V̇ (x) =
n∑

i=1

∂V

∂xi
ẋi =

n∑
i=1

∂V

∂xi
fi(x)

=

[
∂V

∂x1
,
∂V

∂x2
, · · · , ∂V

∂xn

]
·


f1(x)

f2(x)
...

fn(x)


= ∇V (x) · f(x)

(6)
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donde x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn y f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) ∈

C1(Rn).

Teorema 4. (Método directo de Lyapunov) Sea x∗ = 0 un punto

de equilibrio para el sistema ẋ = f(x). Sea V : D ⊂ Rn → R una

función continuamente diferenciable sobre una vecindad D de

x∗ = 0 tal que

V (0) = 0, y V (x) > 0 para todo x ∈ D con x ̸= 0 (7)

V̇ (x) ≤ 0 para todo x ∈ D (8)

Entonces x∗ = 0 es estable. Además, si

V̇ (x) < 0 para todo x ∈ D, (9)

entonces, x∗ = 0 es asintóticamente estable.

Definición 7. A una función V que cumple las condiciones del

teorema anterior se le llama función de Lyapunov

El Teorema 4 se puede interpretar geométricamente. Supon-

ga que se tiene en un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-

narias en el plano, donde la derivada orbital de V está dada por

(6). Luego,

V̇ (x) = ∇V (x) · f(x) = ∥∇V (x)∥∥f(x)∥ cos θ (10)

si V̇ < 0, entonces θ > π/2, lo cual implica que la órbita que

pasa a través de x0 está cruzando la curva de nivel de afuera hacia

adentro. Si V̇ > 0, entonces la órbita está cruzando de adentro
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hacia fuera de la curva de nivel y si V̇ = 0, entonces la órbita es

tangente a la curva de nivel (ver figura 13).

Figura 13: Interpretación geométrica del método directo de Lyapunov

1

x0

V (x) = k

V̇ (x0) < 0

x0

V (x) = k

V̇ (x0) = 0

x0

V (x) = k

V̇ (x0) > 0

Fuente: Elaboración propia.

Sin embargo, en la práctica a veces únicamente es posible

verificar que la función de Lyapunov V es no-negativa, es decir,

que V satisface la condición V ≥ 0. En estos casos, una exten-

sión del Teorema 4 formulada por LaSalle en su trabajo [154] nos

permite determinar la estabilidad global de los puntos de equi-

librio.

Teorema 5. (Principio de invariancia de LaSalle) Considere el

sistema ẋ = f(x) donde x∗ es un punto de equilibrio. Suponga

que existe una función continuamente diferenciable V : Rn → R

definida positiva en todo el espacio tal que

V (x) → ∞ si ∥x∥ → ∞

y que satisface que V ′(x) ≤ 0 para todo t y todo x ∈ Rn.
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Defina el conjunto invariante

S = {x ∈ Rn |V ′(x) = 0}

Si S = {x∗}, entonces x∗ es globalmente asintóticamente estable.

Análisis de estabilidad en modelos epidemiológicos

Dentro de los sistemas de ecuaciones diferenciales formulados

para simular la transmisión de enfermedades infecciosas, gene-

ralmente se presentan dos puntos de equilibrio: el punto de equi-

librio libre de la enfermedad y el punto de equilibrio endémi-

co [155–157]. De acuerdo con los valores que tomen los pa-

rámetros y el R0 se puede estar en presencia tanto de puntos

hiperbólicos como de puntos no-hiperbólicos.

La dificultad que surge al aplicar el método directo de Lya-

punov para determinar el tipo de estabilidad de los puntos de

equilibrio es que no da un procedimiento algorítmico para cons-

truir dichas funciones. En esta dirección se han hecho algunos

avances para suponer cierta forma para las funciones de Lya-

punov. Por ejemplo, generalizando la idea de las funciones de

energía (potencial+cinética) o suponiendo que la función es una

forma cuadrática xTQx, donde Q es una matriz real simétrica.

Sin embargo, regularmente no hay un procedimiento estableci-

do para construir dichas funciones. En particular, para modelos

epidemiológicos se han planteado las siguientes funciones, que

permiten probar la estabilidad de los puntos de equilibrio:
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1. Cuádratica:

V (x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i=1

ci(xi − x∗i )
2.

2. Cuádratica compuesta:

V (x1, x2, · · · , xn) = c

[
n∑

i=1

(xi − x∗i )

]2

.

3. Logarítmica:

V (x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i=1

ci(xi − x∗i − x∗i ln
xi
x∗i

).

La última de estas funciones fue formulada para probar la es-

tabilidad en modelos tipo depredador-presa [158,159] y después

fue adaptada para modelos epidemiológicos [160,161].

Resultados

En los modelos basados en sistemas de ecuaciones diferencia-

les ordinarias se asume que las epidemias son procesos deter-

minísticos, es decir, que el comportamiento de las poblaciones

está determinado completamente por su historia y por las reglas

que describe el modelo [155]. Con el fin de ilustrar las diferen-

tes metodologías descritas en la sección anterior para formular y

analizar modelos epidemiológicos presentaremos dos ejemplos.
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Ejemplo 1: Formulación del modelo SIR

En el año 1927 Kermack y McKendrick formularon un modelo

compartimental basado en ecuaciones diferenciales para expli-

car la ocurrencia de una epidemia. Este modelo sigue la regla

simple de entrada-salida y considera el tamaño de la población

constante y acotada. Esta población se divide en tres comparti-

mentos (o grupos): susceptibles (S), infectados (I) y recuperados

(R). Dentro del modelo no se considera ni la tasa de muerte ni

la de nacimientos. El proceso de transmisión de la enfermedad

empieza cuando la población susceptible entra en contacto con

un individuo infectado; luego esta tiene una probabilidad β de

infectarse. Esta es la tasa a la que decrece la población suscepti-

ble y a la que crece la población infectada. Además, la población

infectada decrece a una tasa de recuperación (γ) que está asocia-

da a 1/(número días que dura la enfermedad). Esta sería la tasa de

crecimiento de la población de recuperados. La figura 14 mues-

tra todas estas transiciones:

Figura 14: Modelo SIR. Se muestra un diagrama de flujo que resume

las transiciones de un compartimento a otro en el modelo (11).

S
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Las ecuaciones que corresponden a esta descripción son las

siguientes:

dS

dt
= −βSI

dI

dt
= βSI − γI

dR

dt
= γI

(11)

Análisis cualitativo del modelo SIR

Para determinar, a partir del modelo sir, si efectivamente ocurre

o no un brote de la enfermedad que se está modelando, se debe

analizar el comportamiento de la ecuación correspondiente al

número de infectados. Dentro de este análisis pueden presen-

tarse dos escenarios. El primer escenario ocurre cuando I = 0.

En este caso no habría infectados y, por tanto, la enfermedad no

estaría presente y toda la población sería susceptible. El segun-

do escenario corresponde a I > 0, donde el comportamiento de

dI/dt está completamente determinado por el valor que tome la

expresión βS − γ, es decir,

si I > 0 y (βS − γ) < 0, entonces
dI

dt
< 0

si I > 0 y (βS − γ) = 0, entonces
dI

dt
= 0

si I > 0 y (βS − γ) > 0, entonces
dI

dt
> 0.

(12)

De la ecuación que corresponde a la población susceptible

sabemos que esta no aumenta. En consecuencia, definimos S0

115



como la población susceptible inicial. Luego, si S0 < γ/β, en-

tonces S(t) < γ/β, para cualquier t, así dI/dt < 0, luego la en-

fermedad decrece. De otra manera, cuando S0 > γ/β, el núme-

ro de infectados crece hasta alcanzar el máximo valor dado por

S0 = γ/β, y después decrece, es decir, ocurre un brote. En la fi-

gura 15 se muestra el comportamiento que siguen las poblacio-

nes de susceptibles, infectados y recuperados al introducir un

individuo infectado en una población inicial de 100 individuos

susceptibles.

Figura 15: Comportamiento de las poblaciones del modelo SIR

Susceptibles 

Infectados 

Recuperados 

Fuente: Elaboración propia.

La cantidad βS0/γ es el R0 para el modelo sir. Además, para

este modelo el valor del R0 queda completamente determinado

por los valores de los parámetros β, γ y la condición inicial de la

población susceptible (S0).
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Ejemplo 2: Formulación de un modelo que simula la trans-

misión del dengue

Como segundo ejemplo vamos a considerar el modelo que simu-

la la transmisión del dengue para el municipio de Bello (Antio-

quia) [144]. En él se consideran las dos poblaciones involucradas

en el ciclo de transmisión del virus, la de mosquitos y la humana.

Dentro de la primera se tienen en cuenta cuatro compartimen-

tos: el primero corresponde a la fase acuática (A) en la que se

desarrollan el vector, las larvas y las pupas. Los otros tres com-

partimentos corresponden a la población adulta de hembras del

mosquito dividida en susceptibles (Ms), expuestas (Me) e infec-

ciosas (Mi). Respecto a la población humana, hay cuatro com-

partimentos que corresponden a la población susceptible (Hs),

expuesta (He), infecciosa (Hi) y recuperada (Hr). El modelo toma

en cuenta la población humana constante, que no sufre ningún

cambio significativo en el lapso en el que ocurre una epidemia

de este tipo, mientras que a la población de mosquitos se le per-

mitió variar con el tiempo. Es importante mencionar que estas

poblaciones siempre son cantidades positivas, además de que su

crecimiento está limitado por los recursos del ambiente, lo que

hace que siempre estén en regiones acotadas. En el modelo, A

aumenta a una tasa δ(1−A/C), donde δ es la tasa de oviposición

intrínseca per cápita y C es la capacidad de carga del ambiente.

Esta fase disminuye de acuerdo con la tasa de transición de A a

la fase adulta (γm) y la tasa de mortalidad de la misma (µa).
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La transmisión del dengue comienza cuando una hembra sus-

ceptible de Ae. aegypti se alimenta de la sangre de un humano

infeccioso, convirtiéndose así en un mosquito expuesto con una

tasa de transmisión bβmHi/H que depende de (a) la tasa de pica-

dura de los mosquitos (b), que es el número promedio de picadu-

ras por mosquito por unidad tiempo, (b) la probabilidad de que

un mosquito se infecte después de picar a un humano con den-

gue (βm), y (c) la proporción de humanos infectados (Hi/H). El

mosquito expuesto se vuelve infeccioso cuando completa el pe-

ríodo de incubación extrínseco, que ocurre a una velocidad θm.

De manera análoga, los humanos susceptibles pasan al comparti-

mento de humanos expuestos a una velocidad bβhMi/M , donde

βh es la probabilidad de que un humano se infecte después de

haber sido picado por un mosquito infectado con dengue. Una

vez se completa el período de incubación intrínseco, el humano

expuesto se convierte en infeccioso a una tasa θh. Finalmente,

los humanos infecciosos se recuperan a una velocidad γh. La fi-

gura 16 muestra todas las transiciones descritas en el párrafo an-

terior.
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Figura 16: Modelo de transmisión del dengue. Se muestra un diagrama

de flujo que resume las transiciones de un compartimento a otro en el

modelo (13).
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µhH
<latexit sha1_base64="u3VhtouycWjO9gafa+mpTh49PSs=">AAAB6HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVm0ESWJG5YYiI/CUxIp9yBSjszaTsmZMI76MqoO5/HF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BG2DTcCe4lCKgOB3WB6u/C7j6g0j6N7M0vQl3Qc8ZAzauyoO5DpcEKaw3LFrbpLkXXwcqhArtaw/DkYxSyVGBkmqNZ9z02Mn1FlOBM4Lw1SjQllUzrGvsWIStR+tlx3Ti7CWBEzQbJ8/85mVGo9k4HNSGometVbDP/z+qkJ637GoyQ1GDEbsV6YCmJismhNRlwhM2JmgTLF7ZaETaiizNjblGx9b7XsOnRqVe+qWru7rjTq+SGKcAbncAke3EADmtCCNjCYwjO8wbvz4Dw5L87rT7Tg5H9O4Y+cj2+q04y8</latexit>

b�h
Mi

M
<latexit sha1_base64="phfc3vEKGUM5M4PD2QyclrflJnY=">AAAB+HicbZDLSsNAFIYn9VbrLSqu3AwWwVVJqmCXBTduChXsBZoQJtOTZujkwsxEqCHvoitRdz6HL+DbOK1ZaOu/+ub8/8A5v59yJpVlfRmVtfWNza3qdm1nd2//wDw86sskExR6NOGJGPpEAmcx9BRTHIapABL5HAb+9GbuDx5ASJbE92qWghuRScwCRonSI8888R0fFPFCJxCE5h2PFXmn8My61bAWwqtgl1BHpbqe+emME5pFECvKiZQj20qVmxOhGOVQ1JxMQkrolExgpDEmEUg3X6xf4PMgEViFgBfv39mcRFLOIl9nIqJCuezNh/95o0wFLTdncZopiKmOaC/IOFYJnreAx0wAVXymgVDB9JaYhkQ3oHRXNX2+vXzsKvSbDfuy0by7qrdbZRFVdIrO0AWy0TVqo1vURT1EUY6e0Rt6Nx6NJ+PFeP2JVozyzzH6I+PjG2Qhk3c=</latexit>

µm
<latexit sha1_base64="MqHmpyRQbkEIOjTzVUYOgklU7o0=">AAAB6HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmkESWJG5cYiI/CUxIp9yBSjszaTsmZMI76MqoO5/HF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BG2DTcCe4lCKgOB3WB6s/C7j6g0j6N7M0vQl3Qc8ZAzauyoO5DpMJPzYbniVt2lyDp4OVQgV2tY/hyMYpZKjAwTVOu+5ybGz6gynAmclwapxoSyKR1j32JEJWo/W647JxdhrIiZIFm+f2czKrWeycBmJDUTveothv95/dSEDT/jUZIajJiNWC9MBTExWbQmI66QGTGzQJnidkvCJlRRZuxtSra+t1p2HTq1qndVrd3VK81GfoginME5XIIH19CEW2hBGxhM4Rne4N15cJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxzeJq41R</latexit>

µm
<latexit sha1_base64="MqHmpyRQbkEIOjTzVUYOgklU7o0=">AAAB6HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmkESWJG5cYiI/CUxIp9yBSjszaTsmZMI76MqoO5/HF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BG2DTcCe4lCKgOB3WB6s/C7j6g0j6N7M0vQl3Qc8ZAzauyoO5DpMJPzYbniVt2lyDp4OVQgV2tY/hyMYpZKjAwTVOu+5ybGz6gynAmclwapxoSyKR1j32JEJWo/W647JxdhrIiZIFm+f2czKrWeycBmJDUTveothv95/dSEDT/jUZIajJiNWC9MBTExWbQmI66QGTGzQJnidkvCJlRRZuxtSra+t1p2HTq1qndVrd3VK81GfoginME5XIIH19CEW2hBGxhM4Rne4N15cJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxzeJq41R</latexit>

µm
<latexit sha1_base64="MqHmpyRQbkEIOjTzVUYOgklU7o0=">AAAB6HicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmkESWJG5cYiI/CUxIp9yBSjszaTsmZMI76MqoO5/HF/BtLDgLBc/q6z2nyT03SATXxnW/nMLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj7p6DhVDNssFrHqBVSj4BG2DTcCe4lCKgOB3WB6s/C7j6g0j6N7M0vQl3Qc8ZAzauyoO5DpMJPzYbniVt2lyDp4OVQgV2tY/hyMYpZKjAwTVOu+5ybGz6gynAmclwapxoSyKR1j32JEJWo/W647JxdhrIiZIFm+f2czKrWeycBmJDUTveothv95/dSEDT/jUZIajJiNWC9MBTExWbQmI66QGTGzQJnidkvCJlRRZuxtSra+t1p2HTq1qndVrd3VK81GfoginME5XIIH19CEW2hBGxhM4Rne4N15cJ6cF+f1J1pw8j+n8EfOxzeJq41R</latexit>

A
<latexit sha1_base64="2fnfmx6p43L8TpN83Udos7my1M8=">AAAB4nicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMVEFXUnHjsgX7A+1QMumdNjQzGZKMUIa+gK5E3flIvoBvY1pnoa1n9eWeE7jnBong2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbS1TxbDFpJCqG1CNgsfYMtwI7CYKaRQI7ASTu7nfeUSluYwfzDRBP6KjmIecUWNHzdtBueJW3YXIKng5VCBXY1D+7A8lSyOMDRNU657nJsbPqDKcCZyV+qnGhLIJHWHPYkwj1H62WHRGzkKpiBkjWbx/ZzMaaT2NApuJqBnrZW8+/M/rpSa89jMeJ6nBmNmI9cJUECPJvC8ZcoXMiKkFyhS3WxI2pooyY69SsvW95bKr0K5VvYtqrXlZqd/khyjCCZzCOXhwBXW4hwa0gAHCM7zBuzN0npwX5/UnWnDyP8fwR87HN4lBilo=</latexit>

µa
<latexit sha1_base64="+bw6bE61zEaj7RTPuMDemUZ5XiE=">AAAB5nicbZDNSsNAFIVv6l+tf1WXbgaL4KokVVBcFdy4rGDaQhvKZHrTDJ1JwsxEKKWvoCtRdz6QL+DbOK1ZaOtZfXPPGbjnhpng2rjul1NaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHbZ3miqHPUpGqbkg1Cp6gb7gR2M0UUhkK7ITj27nfeUSleZo8mEmGgaSjhEecUWNHfl/mAzqo1ty6uxBZBa+AGhRqDaqf/WHKcomJYYJq3fPczARTqgxnAmeVfq4xo2xMR9izmFCJOpgulp2RsyhVxMRIFu/f2SmVWk9kaDOSmlgve/Phf14vN9F1MOVJlhtMmI1YL8oFMSmZdyZDrpAZMbFAmeJ2S8Jiqigz9jIVW99bLrsK7Ubdu6g37i9rzZviEGU4gVM4Bw+uoAl30AIfGHB4hjd4d2LnyXlxXn+iJaf4cwx/5Hx8A7fEjDs=</latexit>

f�m
<latexit sha1_base64="Hi+eJw2Xxxb8pqT8mkAkWlhhrRM=">AAAB7HicbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuCozVVBcFdy4rGAvMB1KJs20obkMSUYoQ99CV6LufBpfwLcxrbPQ1n/15fx/4PwnTjkz1ve/vNLa+sbmVnm7srO7t39QPTzqGJVpQttEcaV7MTaUM0nblllOe6mmWMScduPJ7dzvPlJtmJIPdprSSOCRZAkj2LpRmPRHWAg8yMVsUK35dX8htApBATUo1BpUP/tDRTJBpSUcGxMGfmqjHGvLCKezSj8zNMVkgkc0dCixoCbKFyvP0FmiNLJjihbv39kcC2OmInYZge3YLHvz4X9emNnkOsqZTDNLJXER5yUZR1aheXM0ZJoSy6cOMNHMbYnIGGtMrLtPxdUPlsuuQqdRDy7qjfvLWvOmOEQZTuAUziGAK2jCHbSgDQQUPMMbvHvSe/JevNefaMkr/hzDH3kf33LFjwI=</latexit>

�M
<latexit sha1_base64="eAZ3Fmy9Vn3Mi9zXuE1xMgYzjJs=">AAAB6XicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xgEV2EmCmYZcONGiGAekAyhp1NJmvQ86K4RwpCP0JWoO3/HH/Bv7MRZaOJdna57G+pWkChpyHW/nLX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcMnGqBTZFrGLdCbhBJSNskiSFnUQjDwOF7WByM/fbj6iNjKMHmiboh3wUyaEUnOyo0xugIs7u+qWyW3EXYqvg5VCGXI1+6bM3iEUaYkRCcWO6npuQn3FNUiicFXupwYSLCR9h12LEQzR+tth3xs6HsWY0RrZ4/85mPDRmGgY2E3Iam2VvPvzP66Y0rPmZjJKUMBI2Yr1hqhjFbF6bDaRGQWpqgQst7ZZMjLnmguxxira+t1x2FVrVindZqd5fleu1/BAFOIUzuAAPrqEOt9CAJghQ8Axv8O5MnCfnxXn9ia45+Z8T+CPn4xtqmY0s</latexit>

b�m
Hi

H
<latexit sha1_base64="INkiYVYb5GKw5E5vr+VJDe2ViHE=">AAAB+HicbZDNSsNAFIUn/tb6FxVXbgaL4KokVbDLgpsuK9gfaEKYTG/aoTNJmJkINeRddCXqzufwBXwbpzULbT2rb+45A/eeMOVMacf5stbWNza3tis71d29/YND++i4p5JMUujShCdyEBIFnMXQ1UxzGKQSiAg59MPp7dzvP4BULInv9SwFX5BxzCJGiTajwD4NvRA0CYQXSULzdsCKvF0Eds2pOwvhVXBLqKFSncD+9EYJzQTEmnKi1NB1Uu3nRGpGORRVL1OQEjolYxgajIkA5eeL9Qt8ESUS6wngxft3NidCqZkITUYQPVHL3nz4nzfMdNT0cxanmYaYmojxooxjneB5C3jEJFDNZwYIlcxsiemEmAa06apqzneXj12FXqPuXtUbd9e1VrMsooLO0Dm6RC66QS3URh3URRTl6Bm9oXfr0XqyXqzXn+iaVf45QX9kfXwDXMmTcg==</latexit>Ms

<latexit sha1_base64="OjdTTgDNbu0oUfpziVSnckGvwPg=">AAAB5HicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMVEFXUnDjRqhof6AdSia904ZmJkOSEcrQN9CVqDufyBfwbUzrLLT1rL7ccwL33CARXBvX/XIKK6tr6xvFzdLW9s7uXnn/oKVlqhg2mRRSdQKqUfAYm4YbgZ1EIY0Cge1gfD3z24+oNJfxg5kk6Ed0GPOQM2rs6P62r/vlilt15yLL4OVQgVyNfvmzN5AsjTA2TFCtu56bGD+jynAmcFrqpRoTysZ0iF2LMY1Q+9l81Sk5CaUiZoRk/v6dzWik9SQKbCaiZqQXvdnwP6+bmvDSz3icpAZjZiPWC1NBjCSzxmTAFTIjJhYoU9xuSdiIKsqMvUvJ1vcWyy5Dq1b1zqq1u/NK/So/RBGO4BhOwYMLqMMNNKAJDIbwDG/w7oTOk/PivP5EC07+5xD+yPn4Bh9ai0w=</latexit>

Me
<latexit sha1_base64="i773jrCGkWdCiAvwb18AR6vwPLg=">AAAB5HicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMVEFXUnDjRqhof6AdSia904ZmJkOSEcrQN9CVqDufyBfwbUzrLLT1rL7ccwL33CARXBvX/XIKK6tr6xvFzdLW9s7uXnn/oKVlqhg2mRRSdQKqUfAYm4YbgZ1EIY0Cge1gfD3z24+oNJfxg5kk6Ed0GPOQM2rs6P62j/1yxa26c5Fl8HKoQK5Gv/zZG0iWRhgbJqjWXc9NjJ9RZTgTOC31Uo0JZWM6xK7FmEao/Wy+6pSchFIRM0Iyf//OZjTSehIFNhNRM9KL3mz4n9dNTXjpZzxOUoMxsxHrhakgRpJZYzLgCpkREwuUKW63JGxEFWXG3qVk63uLZZehVat6Z9Xa3XmlfpUfoghHcAyn4MEF1OEGGtAEBkN4hjd4d0LnyXlxXn+iBSf/cwh/5Hx8Awp2iz4=</latexit>

✓m
<latexit sha1_base64="jBeHhFLCq1niBriBk2BEYupyMiw=">AAAB63icbVDLTgJBEOz1ifhCPXqZSEw8kV00kSOJF4+YyCPChswOA0yYmd3M9JqQDV+hJ6Pe/Bt/wL9xwD0oWKfqrup0V0eJFBZ9/8tbW9/Y3Nou7BR39/YPDktHxy0bp4bxJotlbDoRtVwKzZsoUPJOYjhVkeTtaHIz19uP3FgR63ucJjxUdKTFUDCKrvXQwzFH2s/UrF8q+xV/AbJKgpyUIUejX/rsDWKWKq6RSWptN/ATDDNqUDDJZ8VeanlC2YSOeNdRTRW3Yba4eEbOh7EhbjdZ1L+9GVXWTlXkPIri2C5r8+Z/WjfFYS3MhE5S5Jo5i9OGqSQYk3lwMhCGM5RTRygzwl1J2JgaytC9p+jiB8thV0mrWgkuK9W7q3K9lj+iAKdwBhcQwDXU4RYa0AQGGp7hDd495T15L97rj3XNy2dO4A+8j2/N4o6j</latexit> Mi

<latexit sha1_base64="L4xLtoifekW1QpVA9o3+wmytOZM=">AAAB5HicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMVEFXUnDjRqhof6AdSia904ZmJkOSEcrQN9CVqDufyBfwbUzrLLT1rL7ccwL33CARXBvX/XIKK6tr6xvFzdLW9s7uXnn/oKVlqhg2mRRSdQKqUfAYm4YbgZ1EIY0Cge1gfD3z24+oNJfxg5kk6Ed0GPOQM2rs6P62z/vlilt15yLL4OVQgVyNfvmzN5AsjTA2TFCtu56bGD+jynAmcFrqpRoTysZ0iF2LMY1Q+9l81Sk5CaUiZoRk/v6dzWik9SQKbCaiZqQXvdnwP6+bmvDSz3icpAZjZiPWC1NBjCSzxmTAFTIjJhYoU9xuSdiIKsqMvUvJ1vcWyy5Dq1b1zqq1u/NK/So/RBGO4BhOwYMLqMMNNKAJDIbwDG/w7oTOk/PivP5EC07+5xD+yPn4BhBui0I=</latexit>

Hs
<latexit sha1_base64="fyPAAkROxsWKhBDE9FsqLuGgl7w=">AAAB5HicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMVEFXUnDTZUX7A+1QMumdNjSZGZKMUIa+ga5E3flEvoBvY1pnoa1n9eWeE7jnBong2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbR2nimGLxSJW3YBqFDzCluFGYDdRSGUgsBNMbud+5xGV5nH0YKYJ+pKOIh5yRo0d3TcGelCuuFV3IbIKXg4VyNUclD/7w5ilEiPDBNW657mJ8TOqDGcCZ6V+qjGhbEJH2LMYUYnazxarzshZGCtixkgW79/ZjEqtpzKwGUnNWC978+F/Xi814bWf8ShJDUbMRqwXpoKYmMwbkyFXyIyYWqBMcbslYWOqKDP2LiVb31suuwrtWtW7qNbuLiv1m/wQRTiBUzgHD66gDg1oQgsYjOAZ3uDdCZ0n58V5/YkWnPzPMfyR8/ENF9qLRw==</latexit>

He
<latexit sha1_base64="T3T8gkLzPTZjEppXlRaCIVBKiV0=">AAAB5HicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMVEFXUnDTZUX7A+1QMumdNjSZGZKMUIa+ga5E3flEvoBvY1pnoa1n9eWeE7jnBong2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbR2nimGLxSJW3YBqFDzCluFGYDdRSGUgsBNMbud+5xGV5nH0YKYJ+pKOIh5yRo0d3TcGOChX3Kq7EFkFL4cK5GoOyp/9YcxSiZFhgmrd89zE+BlVhjOBs1I/1ZhQNqEj7FmMqETtZ4tVZ+QsjBUxYySL9+9sRqXWUxnYjKRmrJe9+fA/r5ea8NrPeJSkBiNmI9YLU0FMTOaNyZArZEZMLVCmuN2SsDFVlBl7l5Kt7y2XXYV2repdVGt3l5X6TX6IIpzAKZyDB1dQhwY0oQUMRvAMb/DuhM6T8+K8/kQLTv7nGP7I+fgGAvaLOQ==</latexit>

Hi
<latexit sha1_base64="5ErPmAlwcGDJrpkeW56cn6cLdrw=">AAAB5HicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMVEFXUnDTZUX7A+1QMumdNjSZGZKMUIa+ga5E3flEvoBvY1pnoa1n9eWeE7jnBong2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbR2nimGLxSJW3YBqFDzCluFGYDdRSGUgsBNMbud+5xGV5nH0YKYJ+pKOIh5yRo0d3TcGfFCuuFV3IbIKXg4VyNUclD/7w5ilEiPDBNW657mJ8TOqDGcCZ6V+qjGhbEJH2LMYUYnazxarzshZGCtixkgW79/ZjEqtpzKwGUnNWC978+F/Xi814bWf8ShJDUbMRqwXpoKYmMwbkyFXyIyYWqBMcbslYWOqKDP2LiVb31suuwrtWtW7qNbuLiv1m/wQRTiBUzgHD66gDg1oQgsYjOAZ3uDdCZ0n58V5/YkWnPzPMfyR8/ENCO6LPQ==</latexit>

Hr
<latexit sha1_base64="hfACcaiS7vjh/vS/Dd/MmJ/A3mo=">AAAB5HicbZDNSgMxFIXv1L9a/6ou3QSL4KrMVEFXUnDTZUX7A+1QMumdNjSZGZKMUIa+ga5E3flEvoBvY1pnoa1n9eWeE7jnBong2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbR2nimGLxSJW3YBqFDzCluFGYDdRSGUgsBNMbud+5xGV5nH0YKYJ+pKOIh5yRo0d3TcGalCuuFV3IbIKXg4VyNUclD/7w5ilEiPDBNW657mJ8TOqDGcCZ6V+qjGhbEJH2LMYUYnazxarzshZGCtixkgW79/ZjEqtpzKwGUnNWC978+F/Xi814bWf8ShJDUbMRqwXpoKYmMwbkyFXyIyYWqBMcbslYWOqKDP2LiVb31suuwrtWtW7qNbuLiv1m/wQRTiBUzgHD66gDg1oQgsYjOAZ3uDdCZ0n58V5/YkWnPzPMfyR8/ENFlyLRg==</latexit>

Ciclo de transm
isión del

dengue

Fuente: Elaboración propia.

Las ecuaciones que describen este comportamiento son las

siguientes:

dA

dt
= δ

(
1− A

C

)
M − (γm + µa)A

dMs

dt
= fγmA− bβm

Hi

H
Ms − µmMs

dMe

dt
= bβm

Hi

H
Ms − (θm + µm)Me

dMi

dt
= θmMe − µmMi (13)

dHs

dt
= µhH − bβh

Mi

M
Hs − µhHs

dHe

dt
= bβh

|
Mi

MHs − (θh + µh)He

dHi

dt
= θhHe − (γh + µh)Hi

dHr

dt
= γhHi − µhHr
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Cálculo de los rangos para algunos parámetros del

modelo

Para el caso de estudio del municipio de Bello, dado que se tie-

nen datos de laboratorio, es posible definir los rangos iniciales

para los parámetros que simulan la velocidad de transición de A

a la fase adulta (γm), la tasa de transición de un mosquito expues-

to a infeccioso (θm), la tasa de transición de un humano expuesto

a infeccioso (θh) y la tasa de recuperación en humanos (γh). De

esta manera, para el modelo se tiene que:

La γm se define como:

γm =
1

duración en la fase acuática

La θm se define como:

θm =
1

duración del período de incubación extrínseco

La θh se define como:

θh =
1

duración del período de incubación intrínseco

La γh puede interpretarse como la tasa de transición de hu-

manos infecciosos a recuperados. De esta manera, se pue-

de definir como:

γh =
1

tiempo de duración de un humano estando infectado

Por otro lado, siguiendo la metodología presentada en la sec-

ción anterior, fue posible calcular los rangos iniciales para los
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parámetros que simulan la mortalidad del vector en A (µa), la

mortalidad en mosquitos adultos (µm) y la mortalidad en la po-

blación humana (µh). Para el caso de esta última, se consideró la

información estimada por el dane para la población urbana del

municipio de Bello al comienzo (403.235) y al final (412.309) del

año 2010.

Otros parámetros como la capacidad de carga (C), la tasa de

oviposición intrínseca (δ), la tasa de picadura (b), la fracción de

hembras que resultan de todos los huevos (f ), las probabilidades

de transmisión de humanos a mosquitos y viceversa (βm yβh, res-

pectivamente) fueron calculados a partir de resultados experi-

mentales y la información disponible de la zona de estudio [144].

La tabla siguiente resume los rangos de los parámetros para el

modelo.

Tabla 15: Parámetros usados en el modelo (13), significado biológico

y rangos de valores

Param. Significado V. / día V. / semana

b Tasa de picadura [0, 1] [0, 4]

δ Tasa de oviposición per cápita [8, 24] [55, 165]

γm Tasa de transición de la fase acuática a la adulta [0.12, 0.2] [0.84, 1.4]

µa Tasa de mortalidad en la fase acuática [0.001, 0.5] [0.007, 0.3]

µm Tasa de mortalidad en la fase adulta [0.008, 0.03] [0.06, 0.20]

f Fracción de hembras que resultan de todos los huevos [0.42, 0.55] [0.42, 0.55]

C Capacidad de carga del ambiente [6400, 95000] [6400, 95000]

µh Tasa de nacimiento y mortalidad en la población humana 0.00006 0.0004

βh Probabilidad de transmisión de mosquito a humano [0, 1] [0, 1]

βm Probabilidad de transmisión de humano a mosquito [0, 1] [0, 1]

θm Tasa de transición de mosquitos expuestos a infecciosos [0.08, 0.13] [0.58, 0.88]

θh Tasa de transición de humanos expuestos a infecciosos [0.1, 0.25] [0.7, 1.75]

γh Tasa de recuperación en la población humana [0.07, 0.25] [0.5, 1.75]

Fuente: Elaboración propia
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Análisis cualitativo del modelo

Para calcular el R0 del modelo (13) lo primero que necesitó cal-

cularse fue el punto de equilibrio libre de la enfermedad. Para

esto debimos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

δ

(
1− A

C

)
M − (γm + µa)A = 0

fγmA− bβm
Hi

H
Ms − µmMs = 0

bβm
Hi

H
Ms − (θm + µm)Me = 0

θmMe − µmMi = 0

µhH − bβh
Mi

M
Hs − µhHs = 0

bβh
Mi

M
Hs − (θh + µh)He = 0

θhHe − (γh + µh)Hi = 0

(14)

La ecuación que corresponde a los humanos recuperados se

puede omitir debido a que la población humana es constante

(H = Hs+He+Hi+Hr). Luego, esta ecuación se puede expresar

como una combinación de las ecuaciones que corresponden a

los humanos susceptibles, expuestos e infectados. Por otro lado,

a partir del sistema (14) se observa que la dinámica de la pobla-

ción de vectores está dada por el subsistema de ecuaciones:

dA

dt
= δ

(
1− A

C

)
M − (γm + µa)A

dM

dt
= fγmA− µmM

(15)
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Este tiene como soluciones el punto trivial en el que no hay

presencia del vector P0 = (0, 0), es decir, A = 0 y M = 0, y el

punto en presencia de la población de vectores P1 = (A∗, M∗),

donde A∗ = C
(
1− 1

RM

)
, M∗ = fγm

µa
A∗ y RM = δfγm

µm(γm+µa)
. Des-

de el punto de vista biológico, esta cantidad se puede interpre-

tar como el número promedio de hembras producidas por una

hembra durante su tiempo de vida.

Luego, reemplazando estas expresiones en el sistema (14)

tenemos que el punto de equilibrio libre de la enfermedad en

presencia de la población de vectores para el sistema (13) es

(A0, M0, 0, 0, H0, 0, 0, 0), donde Hs0 = H.

El subsistema en el que se producen nuevos infectados en

cada población del modelo (13) sería:

dMe

dt
= bβm

Hi

H
Ms − (θm + µm)Me

dMi

dt
= θmMe − µmMi

dHe

dt
= bβh

Mi

M
Hs − (θh + µh)He

dHi

dt
= θhHe − (γh + µh)Hi

(16)

La linealización de este subsistema alrededor del punto de

equilibrio libre de la enfermedad está dado por la matriz jaco-

biana evaluada en este punto:
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J =


−(θm + µm) 0 0 bβm

M0
H

θm −µm 0 0

0 bβh
H
M −(θh + µh) 0

0 0 θh −(γh + µh)


donde la matriz de infección es

T =


0 0 0 bβm

M0
H

0 0 0 0

0 bβh
H
M 0 0

0 0 0 0


y la matriz de transición es

Σ =


−(θm + µm) 0 0 0

θm −µm 0 0

0 0 −(θh + µh) 0

0 0 θh −(γh + µh)


Finalmente, para este modelo la matriz de la siguiente gene-

ración está dada por

K =


0 0 bβmθh

(θh+µh)(γh+µh)
M0
H

bβm

(γh+µh)
M0
H

0 0 0 0

bβhθmH
µm(θm+µm)

bβh
µm

H
M 0 0

0 0 0 0


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y el R0 sería

R0 =

√
b2βmβhθmθh

µm(θm + µm)(θh + µh)(γh + µh)
(17)

donde Hs0 = H and M0 = M . Esta expresión es el promedio

geométrico del número de infectados secundarios que se pre-

senta en cada subpoblación.

Ejemplo de análisis de estabilidad

Para ilustrar cómo se realiza el análisis de estabilidad aplican-

do la teoría introducida en este capítulo, consideraremos el sis-

tema (15) que simula la dinámica de la población de vectores.

Recordemos que este sistema tiene dos puntos de equilibrio:

P0 = (0, 0), en el cual no hay presencia de la población de vecto-

res, y el punto P1 = (A∗, M∗), donde

A∗ = C

(
1− 1

RM

)
y M∗ =

fγm
µm

A∗

con RM = fδγm
µm(γm+µa)

La estabilidad local del sistema (15) está dada por los valo-

res propios de la matriz jacobiana J alrededor de cada punto de

equilibrio. Para esto se deben encontrar las raíces de la ecuación

característica p(λ) = det(J−λI). Para el sistema (15) la matriz ja-

cobiana antes de ser evaluada en cada punto de equilibrio está

dada por:
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J =

−−δM
C − (γm + µa) δ − δA

C

fγm −µm

 (18)

La ecuación característica que corresponde al punto de equi-

librio P0 es p0(λ) = λ2 + a1λ+ a0, donde

a1 = (γm + µa) + µm

a0 = (γm + µa)µm(1−RM )
(19)

Así, el punto de equilibrio P0 es localmente asintóticamente

estable si la parte real de cada valor propio es negativa. Verificar

que se cumple esta condición es equivalente a demostrar que los

coeficientes de p0 satisfacen el criterio de Routh-Hurwitz (Teo-

rema 1) para k = 2, es decir, que a1 > 0 y que a0 > 0. Se sigue

inmediatamente de (19) que a0, a1 > 0 siempre que RM < 1. Por

lo tanto, el equilibrio P0 es localmente asintóticamente estable

si RM < 1. Cuando RM > 1, a0 < 0, lo cual implica que P0 es

inestable.

Se probará la estabilidad global del punto P0 para RM < 1 a

través de la formulación de la función de Lyapunov V0 : R
2
+ → R

dada por

V0 := A+
γm + µa

fγm
M

donde la derivada orbital es

V̇0 := −
[
δA

C
+

(γm + µa)µm

fγm
(1−RM )

]
M (20)
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El teorema de Lyapunov-LaSalle [162] establece que para

V0 > 0, si V̇0 ≤ 0, entonces el punto de equilibrio P0 es glo-

balmente estable. De la ecuación (20) se tiene que V̇0 < 0 para

RM < 1, mientras que si RM = 1, se cumple que V̇0 = 0 si M = 0

o A = 0. Finalmente, de (15) se observa que el máximo conjunto

invariante contenido en V̇0 = 0 es el punto de equilibrio P0. Por

lo tanto, este punto de equilibrio es globalmente asintóticamen-

te estable cuando RM ≤ 1.

Por otro lado, cuando RM > 1, entonces el punto de equili-

brio P1 se encuentra en la región de interés biológico. La ecua-

ción característica asociada a este punto de equilibrio es p1(λ) =

λ2 + b1λ+ b0, donde

b1 =

[
fδγm
µm

(
1− 1

RM

)
+ (γm + µa) + µm

]
b0 = (γm + µa)µm(RM − 1)

Luego, el punto de equilibrio P1 es localmente asintótica-

mente estable si la parte real de cada valor propio es negativa.

Verificar que se cumple esta condición es equivalente a demos-

trar que los coeficientes de p1 satisfacen el criterio de Routh-

Hurwitz (Teorema 1) cuando k = 2, es decir que b1 > 0 y b0 > 0

cuando RM > 1. Así, el punto P1 es localmente asintóticamente

estable cuando RM > 1 e inestable en otro caso.

Ahora, para probar la estabilidad global de P1 consideramos

la función de Lyapunov V1 : R
2
+ → R, dada por
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V1 :=

(
A−A∗ − ln

A

A∗

)
+

δ

fγm

(
1− A∗

C

)
M∗

A∗

(
M −M∗ − ln

M

M∗

)
En equilibrio, el sistema dado por (15) cumple las siguientes

relaciones:

(γm + µa) = δ

(
1− A∗

C

)
M∗

A∗

µm = fγm
M∗

A∗

Mediante la sustitución de estas expresiones y algunas sim-

plificaciones, podemos expresar la derivada orbital de la siguien-

te manera:

V̇1 := δ

(
1− A∗

C

)
M∗

[
2− A

A∗
M∗

M
− M

M∗ +
M

M∗
C −A

C −A∗

(
1− A∗

A

)]

Sumando y restando la expresión A∗

A
M
M∗ a la ecuación anterior

y después de algunas simplificaciones, se tiene que

V̇1 := δ

(
1− A∗

C

)
M∗

[(
2− A

A∗
M∗

M
− A∗

A

M

M∗

)
− M

M∗
(A−A∗)2

A(C −A∗)

]
(21)

El último término dentro de los corchetes en (21) es negativo,

pues A∗ < C. Ahora, definiendo x1 = A
A∗ y x2 = M

M∗ nos permite

definir la siguiente función:

f(x1, x2) = 2− x1
x2

− x2
x1
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Como la media geométrica es menor o igual a la media arit-

mética, se sigue que f(x1, x2) ≤ 0parax1 yx2. Además, f(x1, x2) =

0 solo cuando x1 = x2 = 1. Luego, se sigue que V̇1 ≤ 0 y V̇1 = 0 si

y solo si A = A∗ and M = M∗. Esto implica que todas las trayec-

torias con condiciones iniciales mayores que 0 se aproximan a

P1 cuando t → ∞, lo cual demuestra la estabilidad global de P1.

Conclusiones

Los modelos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias que

simulan la transmisión de enfermedades infecciosas son una he-

rramienta importante para entender y determinar los factores

más relevantes dentro del proceso de transmisión. Sin embargo,

es importante antes de modelar un fenómeno tener en cuenta la

información que hay disponible y las preguntas que se quieren

responder con ayuda del modelo. Por ejemplo, para enferme-

dades como la gonorrea, la sífilis o el resfriado común, puede

resultar más apropiado formular modelos tipo SIS (susceptible-

infectado-susceptible), donde los individuos no adquieren in-

munidad permanente a la enfermedad, mientras que para en-

fermedades como las paperas o el sarampión, en las que una vez

el individuo se recupera no vuelve a ser susceptible, un mode-

lo tipo SIR resulta más apropiado. Para el caso particular de las

enfermedades transmitidas por vectores, como el dengue, puede

resultar más adecuado considerar las dos poblaciones involucra-

das en el proceso de transmisión [157]. Si bien es posible formu-

lar un modelo sir que simule la transmisión del virus dengue, en
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esta formulación los valores que toman los parámetros usados

en el modelo para ajustarse a los casos reportados podrían no

tener ningún significado biológico. Es importante resaltar que la

dificultad que surge al ajustar estos modelos no proviene des-

de el punto de vista matemático, sino desde el significado y la

interpretación que se pueda dar a los valores de los parámetros

encontrados en este ajuste (ver capítulo 5).

Adicionalmente, para este tipo de modelos siempre es posi-

ble calcular elR0, el cual es un valor umbral que ayuda a determi-

nar si la enfermedad se establecerá o no en cierta población bajo

ciertas condiciones. La metodología presentada aquí (matriz de

la siguiente generación) para calcular este umbral es la más usada

y fácil de aplicar a modelos de altas dimensiones. Sin embargo,

el valor que se obtiene a través de esta estrategia es el promedio

geométrico del número de infectados secundarios que se pre-

senta en cada subpoblación. Es importante mencionar que una

de las desventajas de trabajar con los valores promedios es la alta

sensibilidad de esta medida a valores extremos (ver [163]).

Finalmente, debido a que no es posible determinar de mane-

ra analítica la solución de los modelos presentados en este ca-

pítulo, es necesario llevar a cabo un análisis cualitativo de los

mismos. Para los modelos epidemiológicos, este análisis tiene

como punto de partida el cálculo del R0, y los puntos de equili-

brio, para enseguida evaluar el comportamiento que tendrán las

soluciones alrededor de cada punto. Este análisis se conoce co-

mo análisis de estabilidad y nos permite entender el comporta-
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miento de la transmisión y evolución de la enfermedad a medida

que el tiempo transcurre, teniendo en cuenta las características

propias de cada fenómeno que se está estudiando. Además, a

partir de este análisis es posible determinar cuáles son los pa-

rámetros más sensibles del modelo y definir posibles estrategias

de control para frenar la transmisión del virus.
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