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Capitulo 4
Matematicas para entender el dengue

DOI:10.17230/978-958-720-986-0ch4

Diana Paola Lizarralde y Maria Eugenia Puerta-Yepes

Introduccion

En las tltimas décadas ha habido un gran interés por compren-
der e identificar los principales factores involucrados en la trans-
mision y propagacion de enfermedades infecciosas a través de
diferentes estrategias como la formulacion de modelos basados
en sistemas de ecuaciones ordinarias [127,128], la construccion
de mapas de riesgo considerando factores externos (sociales y
ambientales) [125, 126, 129], el analisis de las caracteristicas de
desarrollo de la poblacion de vectores a través de ensayos expe-
rimentales [130, 131], y la formulacion de modelos estadisticos
que consideran la informacion de las redes sociales [132], entre
otros. Todos estos enfoques requieren informacion para obtener
soluciones, formular estrategias de control o hacer predicciones

sobre la propagacion de enfermedades infecciosas.

El enfoque de este capitulo son los modelos basados en sis-
temas de ecuaciones diferenciales ordinarias que se formulan

como problemas de valor inicial (IVP) dados por

x'(t) =f(x,0), X(to) =Xo (2)
donde t € [to, ], tr > to, 0 €S €l vector de parametros,
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x corresponde al vector de variables de estado y x,, corres-
ponde al vector de condiciones iniciales. Dependiendo de la na-
turaleza del campo vectorial dado por la funcion (f) se puede o
no tener una solucion analitica. En particular, para los modelos
que simulan la transmision de enfermedades infecciosas, como
el dengue, generalmente no es posible obtener dicha solucion;
por lo tanto, es necesario usar métodos numéricos con el fin de
obtener las trayectorias del modelo. Para calcular estas solucio-
nes es necesario definir valores para los parametros (9) y las con-
diciones iniciales (X;), teniendo en cuenta las caracteristicas del
fenomeno bajo estudio. Adicionalmente, se analizara el compor-
tamiento de dichos sistemas a través de la definicion de un um-
bral (el nimero reproductivo basico), el cual permite determinar

la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema.

Formulacion de los modelos matematicos

Los modelos y resultados obtenidos en epidemiologia matema-
tica por Kermack, Mackendrick y Ross han sentado las bases en
la formulacion de nuevos modelos compartimentales para com-
prender y estudiar la dinamica de diferentes enfermedades como
la viruela, el sarampion, el dengue y el sida, por nombrar algu-
nos [133—135]. Por consiguiente, en los ultimos afios ha habido
un crecimiento exponencial en la formulacion de varios mode-
los epidemioldgicos para comprender la transmision, estudiar la
propagacion de una enfermedad en particular y evaluar estrate-

gias de control y vacunacion, entre otros [127,128,136,137].
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En consecuencia, surge la necesidad de plantear algunos ob-
jetivos generales para guiar la investigacion en el campo de la
formulacion de nuevos modelos epidemiologicos [138,139]. En-
tre estos se encuentran, por ejemplo, un mejor entendimiento e
interpretacion de los puntos de equilibrio, asi como el analisis
de estabilidad, no considerar un unico valor para cada parame-
tro, y tratar de debilitar el supuesto de una poblacion distribuida
de manera homogénea, ademas de incorporar la dispersion de la
enfermedad a nivel espacial. En este punto es importante resal-
tar que la formulacion de modelos depende de la pregunta espe-
cifica a la que se quiera dar respuesta; por ejemplo, un modelo
que quiere unicamente entender la transmision de cierta enfer-
medad puede ser diferente de un modelo que busque evaluar la
efectividad de diferentes estrategias de control y estos a su vez
seran distintos de un modelo que pretenda analizar la dispersion

de una enfermedad de una poblacion a otra.

Por ejemplo, el modelo introducido por [140] fue formulado
para describir la dinamica de transmision del virus dengue, pe-
ro ademas para evaluar estrategias de control sobre la poblacion
de mosquitos. Por estarazon, se consideraron todas las etapas de
desarrollo de los mismos (huevo, larva y pupa) que correspon-
den alas primeras tres ecuaciones, las siguientes tres aluden a la
poblacion adulta de mosquitos (susceptibles, expuestos e infec-
ciosos) y las ultimas cuatro corresponden a la poblacion huma-
na (susceptibles, expuestos, infecciosos y recuperados). En este

modelo, los parametros que representan el control son g, ui},,
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que se interpretan como la mortalidad producida en larvas, pu-
pas y mosquitos adultos como consecuencia de la aplicacion de
controles quimicos (larvicidas, fumigaciones) en cada etapa del

vector. Todos los detalles de la formulacion se encuentran en (3).

% — (1 — Eéf)) W (t) — (0e + pe) E(t)

% — 0 B(t) — (01 + pu + 1) L(2)

P /

—r = OL(t) = (0p + pp + 1) P(t)
% = o, P(t) — [ﬁwjj(\? + o + uiu} ()
% - 5wI](Vt)W1(t) — (Y + trw + He, ) Wa(t) 3)
% = Y Wa(t) = (ftw + t1,) W3 (t)

% = ph — {5/1 MW/;’(%) + h] (t)

% _ hvv[[//g((:))s(t) — (yn + pn)e(t)

% = ne(t) = (on + pn)i(t)

W onilt) — mr(t)

Por otro lado, [141] muestran que un modelo SIR (que permi-
te ver la poblacion susceptible, la infectada y la recuperada, de
ahi la sigla) puede ser suficiente para simular la transmision de
dengue en algunas poblaciones, es decir, no siempre es necesa-

rio considerar de manera explicita la poblacion de mosquitos (4).
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dH H
—7 =By — f— Hs — upHs

dt

dH7y H;

it A iy g H 4
o = P Hs = (vu + pm)Hi (4)
dHp

SR NHp— upH

dt Y7 — BPHIIR

Respecto a la dispersion y transmision de una enfermedad
de una poblacion a otra, en los ultimos anos ha tomado fuerza
la formulacion de modelos metapoblacionales [142]. Estos con-
sisten en dividir las poblaciones en varias subpoblaciones, y asi
formular un modelo para cada subpoblacion teniendo en cuenta
la movilidad de un grupo al otro. Por ejemplo, en el modelo (5),
se consideran dos subpoblaciones, N; y N,. Para cada subpobla-
cion se formulo un modelo sir, en el que los parametros son dife-
rentes para cada poblacion. Ademas, se definen los parametros
pi; como la fraccion de tiempo durante la cual estan los indivi-

duos del parche i en el parche j [139].

I I I Iy
_— 11-L 4 oy 22 12-L
B1p11.51 {P N +P21N } B2p12.51 {P N +P22NJ

I I I I
S 11— S 12— — 1
= Bip11S1 [p N, +p21N } + B2p1251 [P N +P22N2] Y141

I I I I
= — S 11—+ S 121
B1p2152 [p Ny +p21NJ B2p22.52 [P Ny +p22NJ

I
} + [ap2252 [pl? + pao—

I I
= B1p2152 [pll + po1—— N,

I
— vl
byt -

Ny
(5)

Dependiendo de la pregunta que se formule, un modelo pue-

de ser mas complejo que otros, este hecho se ve reflejado, por
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ejemplo, en el nimero de variables y el nimero de parametros a
estimar, como se puede observar en (3), (4) y (5). Aunque al mis-
mo tiempo los modelos epidemiologicos nos pueden guiar hacia
la pregunta de cual informacion es necesaria para tener un mejor
entendimiento del fenomeno en estudio, también nos permiten
formular hipotesis y validarlas a través de diferentes escenarios
y determinar cuales parametros resultan mas relevantes para la

ocurrencia o no de una epidemia [143].

Por otro lado, es necesario estar conscientes de que los mo-
delos epidemioldgicos son una simplificacion de la realidad [143],
es decir, siempre se van a quedar por fuera factores que no se
pueden incorporar por falta de informacion o de entendimiento
del modelador, asi como por un alto nivel de incertidumbre en la
informacion disponible. Por ejemplo, cuando se formulo el mo-
delo de transmision del virus dengue para simular la epidemia
ocurrida en el ano 2010 en el municipio de Bello [144] se consi-
der¢ la posibilidad de incluir la transmision por diferentes sero-
tipos del virus siguiendo las ideas presentadas por [145]; sin em-
bargo, laidea tuvo que ser desechada debido a que en lainforma-
cion disponible los casos de dengue no estan clasificados por se-
rotipos (Sistema de Vigilancia en Salud Publica, SIVIGILA http:

//portalsivigila.ins.gov.co/sivigila/documentos/Docs_1.php).
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Definicion de rangos apropiados para los parametros y
condiciones iniciales del modelo a partir de la informacion
disponible

Una de las mayores dificultades que se presenta en la aplica-
cion de los modelos presentados anteriormente es definir valo-
res apropiados para cada parametro de manera que estos tengan
sentido biologico. Ademas, se espera que con estos valores sea
posible ajustar el modelo a datos reales (para mas detalles acerca
del proceso de ajuste consultar el capitulo , teniendo en cuenta
que cada poblacion de vectores tiene tasas de desarrollo dife-
rentes [146].

Para los parametros de transicion, primero se considera una
cohorte de individuos infectados, luego se define u(s) como el
numero de individuos infectados que después de un tiempo (s)
continuan estando infectados. Ahora, si una fraccion o de indivi-

duos infectados dejan de estarlo por unidad de tiempo, entonces

Por lo tanto, el promedio del periodo infectado en condicio-
nes de laboratorio sigue una distribucion exponencial con valor
esperadoigual a1/a, donde « se define como el periodo de tiem-

po durante el cual un individuo permanece infectado.
Por otro lado, para definir los parametros de mortalidad for-

mulamos el siguiente problema de valor inicial:
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P/(t) = —uP(t)
P(0) = P,

que tiene como solucion P(t) = Pye *, donde u representa
la tasa de mortalidad. La condicion inicial (P) es dada por el

modelador con base en la informacion disponible.

Respecto al calculo de las condiciones iniciales de cada mo-
delo, estas dependen de la informacion que se tenga de experi-
mentos en el laboratorio, tamanos de las poblaciones y nimero
de casos reportados por las entidades oficiales de cada pais. La

disponibilidad y la precision varian de un lugar a otro.

Numero reproductivo basico

El valor del nimero reproductivo basico (R,) puede interpretar-
se como el numero promedio de casos secundarios que puede
producir un solo caso si se introduce en una poblacion suscepti-
ble. Este nimero proporciona informacion sobre si la enferme-

dad se establecera o no en la poblacion [147].

Diferentes estrategias para calcular el Ry han sido propues-
tas, sin embargo, no todas arrojan los mismos resultados y de-
pendiendo de la complejidad del modelo es posible usar una u
otra. En este capitulo explicaremos como calcular el R, de mo-
delos que simulan la transmision de enfermedades infecciosas
a partir del calculo de la matriz de la siguiente generacion. Para

una discusion mas detallada de la historia del R, y de las ventajas
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y desventajas de diferentes estrategias para el calculo del mismo

recomendamos revisar [148, 149].

El método de la matriz de la siguiente generacion para

calcular el numero reproductivo basico
Este método fue desarrollado por [150, 151]. Para el calculo

del R, a traves de esta metodologia se considera unicamente las
ecuaciones en donde se producen nuevas infecciones y cambios
de estado entre individuos infectados. A este conjunto de ecua-
ciones se le denomina subsistema de infectados. Enseguida, se
debe linealizar este subsitema alrededor del punto de equilibrio
libre de la enfermedad (este punto siempre existe). El sistema
ya linealizado se puede describir por una matriz jacobiana, que
puede descomponerse en la suma de dos matrices 7'y ¥. La ma-
triz T describe la produccion de nuevas infecciones, mientras
que la ¥ describe los cambios de estado, incluyendo los remo-
vidos por muerte o por adquisicion de inmunidad. Finalmente,
construimos la matriz de la siguiente generacion (NGM, next-
generation matrix) K = —TX 1. El R, estara dado por el radio
espectral de esta matriz, es decir, por el valor propio dominante

de la matriz K.

Teoria de estabilidad
En general, no es posible obtener soluciones analiticas para los

modelos epidemiologicos, por esta razon es necesario enfocarse
en entender la evolucion de las enfermedades a partir de un ana-

lisis cualitativo de los mismos. Para esto es importante efectuar
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un analisis de estabilidad alrededor de los puntos de equilibrio
de cada modelo. Gran parte de la teoria que se desarrollara acer-
ca de la estabilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales en
este capitulo se debe al matematico ruso Aleksandr Lyapunov
(1857-1918). Lyapunov en su tesis doctoral publicada en 1892
formaliza el estudio de estabilidad que se venia haciendo en esa
época. A continuacion, se presentan los fundamentos de la teo-

ria de estabilidad que hoy lleva su nombre [152,153].

Definicion 1. Un punto x* es un punto de equilibrio del sis-
tema x = f(x), si f(x*) = 0. Es decir, son los puntos donde las

soluciones son constantes.
Definicion 2. El punto de equilibrio x* del sistema x = f(x) es
» estable, si para cada e > 0, existe un § = §(e) > 0, tal que si

0

X0 —x*|| <0 = ||o(t,X°) —X*|| <€, VE>0

n /nestable, si no es estable

» asintoticamente estable, si el punto es estable y § puede

elegirse de modo que

X" —x*|| < § = lim |[p(t,x") — x*|| = 0.
t—o0

La figura 12 ilustra estas definiciones.
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Figura 12: x* representa un punto de equilibrio del sistema x = f(x).

>

Nota: La curva negra ilustra la definicion de punto estable. La curva verde
muestra la definicion de punto ézestable. La curva roja representa la

definicion de punto asintoticamente estable.

Para clasificar los puntos de equilibrio de un sistema de ecua-
ciones diferenciales no lineales se aplican con fecuencia dos mé-
todos. El primero aproxima el comportamiento del sistema no
lineal, a través de un sistema lineal asociado, este enfoque se co-
noce como primer meétodo de Lyapunov o metodo indirecto. El
segundo, conocido como metodo directo de Lyapunov, requiere
la construccion de funciones definidas (o semidefinidas) positi-
vas cuyas derivadas a lo largo de las trayectorias sean definidas
o semidefinidas negativas. Una pregunta que surge de manera
natural es la siguiente: ¢cual de estos métodos resulta mas ade-
cuado para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio
asociados a los modelos epidemiologicos? Para responder parte
de este interrogante se presenta una clasificacion de los puntos

de equilibrio, en hiperbolicos y no hiperbdlicos.
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Definicion 3. Un punto de equilibrio x* del sistema x = f(x) se
dice hiperbolico si todos los valores propios ()\) de la matriz jaco-
biana alrededor de este punto (Df(x*)) tienen parte real distinta

de 0. De lo contrario, x* se dice no-hiperbolico.

Definicion 4. Si x* es un punto de equilibrio del sistema x =
f(x), entonces la ecuacion diferencial lineal x = Df(x*)x se de-
nomina linealizacion del campo vectorial f en el punto x*. Don-

de Df(x*) es la matriz Jacobiana de f en el punto x*.

Para clasificar los puntos de equilibrio del sistema no lineal
x = f(x), lo primero que se debe hacer es linealizar el sistema
alrededor del punto de equilibrio x*. En este punto hay dos for-
mas de proceder para determinar si X* es o no hiperbolico. Se
puede o bien calcular directamente los valores propios de la ma-
triz Df(x*) o bien aplicar el criterio de Routh-Hurwitz, que de-
be su nombre a dos matematicos (uno inglés y el otro aleman)
que llegaron a resultados equivalentes por separado. Este crite-
rio afirma que si se tiene un polinomio caracteristico de grado
k, se pueden construir £ matrices de tal manera que los valores
propios del sistema asociado a este polinomio tienen parte real
negativa si y solo si el determinante de cada matriz que se cons-
truyo es mayor que 0. Este resultado se resume en el siguiente

teorema:
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Teorema 1. Dado el polinomio caracteristico
M ag Nt papAb 2 gy =0,

definimos k matrices como sigue:

al 1 0
aq 1
Hy = [a1], Hy = , Hy= |az as ai|, ",
az az
as a4 ag
ay 1 0 0 0 0
as a9 aj 1 cee 0
H] - ) ?
as a4 as a9 ce 0
a25j—1 0G25-2 Q2j-3 aA25—4 - Qj
ag 1 0 -+ 0
az ay aiy - 0
H; =
0 0 0 --- ag

donde el termino (1,m) de la matriz H; es

" oay_, SI0<2—m <k
m1si20=m

m0si20<mo2>k+m

Entonces todos los valores propios tienen parte real negativa si

y solo si det(H;) > 0 para j = 1,2, ..., k.
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Al aplicar el método indirecto de Lyapunov o metodo de li-
nealizacion se puede concluir el comportamiento de x* a partir
de la linealizacion del sistema alrededor de este punto como se

enuncia en el siguiente teorema:

Teorema 2. (Meétodo indirecto de Lyapunov) Sea f < C*.

w i todos los valores propios de la matriz Jacobiana D x*)
tienen parte real negativa, entonces el punto de equilibrio

x* de x = f(x) es asintoticamente estable

» Si al menos uno de los valores propios de la matriz Jaco-
biana D X*) tiene parte real positiva, entonces el punto de

equilibrio x* de x = £x) es inestable

Se debe tener cuidado al aplicar el método indirecto de Lya-
punov, ya que no dice nada acerca del comportamiento de x* si
tiene asociado un valor propio con parte real igual a 0. Por tanto,
el resultado es valido inicamente para los puntos de equilibrio
hiperbolicos [153]. Luego, el teorema formulado por Grobman
en 1959 y un ano después por Hartman garantiza que el com-
portamiento alrededor de un punto de equilibrio hiperbdlico en
el sistema linealizado es equivalente al comportamiento en el

sistema no lineal:

Teorema 3. (Grobman-Hartman) Si x* es un punto de equilibrio
hiperbolico de x = £x), entonces existe una vecindad de x* en la
cual fes topologicamente equivalente al campo vectorial lineal
x= Dfix")x.

108



Por otro lado, el método directo de Lyapunov, a diferencia
del método indirecto, se puede aplicar tanto a puntos hiperboli-
cos como no hiperbolicos. De manera general, consiste en cons-
truir una funcion definida o semidefinida positiva, cuya derivada
a lo largo de las trayectorias sea definida o semidefinida nega-
tiva. Finalmente, a partir de la construccion de esta funcion se
pueden clasificar los puntos de equilibrio en estable, inestable y

asintoticamente estables.

Sin perdida de generalidad se supone x* = 0, de no ser asi, se
define la transformacion y = x — X* y se trabaja con el sistema
de ecuaciones y = g(y), donde g(y) = f(y + x*) tiene un punto

de equilibrio en el origen.

Definicion 5. Sea V : D ¢ R™ — R una funcion continuamente

diferenciable tal que x* = 0 € D. V es definida positiva sobre D
si:(i) V(x*) =0
(i) V(x) >0, x#x* €D

Definicion 6. La derivada orbital de V alo largo de las trayec-

torias del sistema x = f(x) se denota V(x) y esta dada por

Z 8x, Z 8:13Z

fi(z)
[ov av ov] |fo(z) (6)
[ fn(2)]

=VV(x) - f(x)
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dondex = (z1,22,...,7,) € R*"Y f(X) = (f1(X), fa(X), ..., fn(X)) €
CHR™).

Teorema 4. (Meétodo directo de Lyapunov) Sea x* = 0 un punto
de equilibrio para el sistema x = fx). SeaV : D C R" — R una
Suncion continuamente diférenciable sobre una vecindad D de
x* =0 tal que

V(0) =0, y V(X) > 0 para todo xc D con x+# 0 (7)
V(x) < 0 para todo x € D (8)
Entonces x* = 0 es estable. Ademds, si
V(x) < 0 para todo x <€ D, 9)
entonces, x* = 0 es asintoticamente estable.

Definicion 7. A una funcion V que cumple las condiciones del

teorema anterior se le llama funcion de Lyapunov

El Teorema 4 se puede interpretar geométricamente. Supon-
ga que se tiene en un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias en el plano, donde la derivada orbital de V esta dada por

(6). Luego,

V(x) = VV(x) - f(x) = |VV(X) ||| f(x)] cos 0 (10)

si V < 0, entonces 6 > 7/2, lo cual implica que la 6rbita que
pasa a traves de X esta cruzando la curva de nivel de afuera hacia

adentro. Si V > 0, entonces la érbita esta cruzando de adentro
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hacia fuera de la curva de nivel y si V = 0, entonces la orbita es

tangente a la curva de nivel (ver figura 13).

Figura 13: Interpretacion geométrica del método directo de Lyapunov

V(%) <0 V(x0) =0 V(x0) >0

Fuente: Elaboracion propia.

Sin embargo, en la practica a veces unicamente es posible
verificar que la funcion de Lyapunov V' es no-negativa, es decir,
que V satisface la condicion V' > 0. En estos casos, una exten-
sion del Teorema 4 formulada por LaSalle en su trabajo [154] nos
permite determinar la estabilidad global de los puntos de equi-

librio.

Teorema 5. (Principio de invariancia de LaSalle) Considere e/
sistema X = £(X) donde x* es un punto de equilibrio. Suponga
que existe una fincion continuamente diferenciable V : R"* — R

definida positiva en todo el espacio tal que
V(z) = oo st ||X]| — 0

y que satisface que V'(x) < 0 para todo t y todo x € R™.
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Defina el conjunto invariante
S={xeR"|V'(x)=0}

Si S = {x*}, entonces x* es globalmente asintoticamente estable.

Analisis de estabilidad en modelos epidemiologicos

Dentro de los sistemas de ecuaciones diferenciales formulados
para simular la transmision de enfermedades infecciosas, gene-
ralmente se presentan dos puntos de equilibrio: el punto de equi-
librio libre de la enfermedad y el punto de equilibrio endémi-
co [155—157]. De acuerdo con los valores que tomen los pa-
rametros y el R, se puede estar en presencia tanto de puntos

hiperbdlicos como de puntos no-hiperbdlicos.

La dificultad que surge al aplicar el método directo de Lya-
punov para determinar el tipo de estabilidad de los puntos de
equilibrio es que no da un procedimiento algoritmico para cons-
truir dichas funciones. En esta direccion se han hecho algunos
avances para suponer cierta forma para las funciones de Lya-
punov. Por ejemplo, generalizando la idea de las funciones de
energia (potencial+cinética) o suponiendo que la funcion es una
forma cuadratica 27 Qz, donde @ es una matriz real simétrica.
Sin embargo, regularmente no hay un procedimiento estableci-
do para construir dichas funciones. En particular, para modelos
epidemioldgicos se han planteado las siguientes funciones, que

permiten probar la estabilidad de los puntos de equilibrio:
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1. Cuadratica:

n

V(zy, @, ,xp) = Zcz(mz —xf)?.
i=1

2. Cuadratica compuesta:

La tltima de estas funciones fue formulada para probar la es-
tabilidad en modelos tipo depredador-presa[158,159] y después
fue adaptada para modelos epidemioldgicos [160, 161].

Resultados

En los modelos basados en sistemas de ecuaciones diferencia-
les ordinarias se asume que las epidemias son procesos deter-
ministicos, es decir, que el comportamiento de las poblaciones
esta determinado completamente por su historia y por las reglas
que describe el modelo [155]. Con el fin de ilustrar las diferen-
tes metodologias descritas en la seccion anterior para formular y

analizar modelos epidemioldgicos presentaremos dos ejemplos.
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Ejemplo 1: Formulacion del modelo SIR

En el afno 1927 Kermack y McKendrick formularon un modelo
compartimental basado en ecuaciones diferenciales para expli-
car la ocurrencia de una epidemia. Este modelo sigue la regla
simple de entrada-salida y considera el tamano de la poblacion
constante y acotada. Esta poblacion se divide en tres comparti-
mentos (o grupos): susceptibles (S), infectados (I) y recuperados
(R). Dentro del modelo no se considera ni la tasa de muerte ni
la de nacimientos. El proceso de transmision de la enfermedad
empieza cuando la poblacion susceptible entra en contacto con
un individuo infectado; luego esta tiene una probabilidad 3 de
infectarse. Esta es la tasa a la que decrece la poblacion suscepti-
ble y a la que crece la poblacion infectada. Ademas, la poblacion
infectada decrece a una tasa de recuperacion (y) que esta asocia-
daa 1/(numero dias que dura la enfermedad). Esta seria la tasa de
crecimiento de la poblacion de recuperados. La figura 14 mues-

tra todas estas transiciones:

Figura 14: Modelo SIR. Se muestra un diagrama de flujo que resume

las transiciones de un compartimento a otro en el modelo (11).

B o

Fuente: Elaboracion propia.
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Las ecuaciones que corresponden a esta descripcion son las

siguientes:
as
2 — _BST
dt ps
dl
— =BSI—~I 11
o =S (11)
dR
kY
at

Analisis cualitativo del modelo SIR

Para determinar, a partir del modelo sir, si efectivamente ocurre
o no un brote de la enfermedad que se esta modelando, se debe
analizar el comportamiento de la ecuacion correspondiente al
numero de infectados. Dentro de este analisis pueden presen-
tarse dos escenarios. El primer escenario ocurre cuando I = 0.
En este caso no habria infectados y, por tanto, la enfermedad no
estaria presente y toda la poblacion seria susceptible. El segun-
do escenario corresponde a I > 0, donde el comportamiento de
dI /dt esta completamente determinado por el valor que tome la

expresion 35 — v, es decir,

<0

sil] >0y (8S—+) <0, entonces —i
dl
B 12
=0 (12)

sil >0y (8S—~)=0, entonces
. dl
siI >0y (8S—~)>0, entonces yr > 0.
De la ecuacion que corresponde a la poblacion susceptible
sabemos que esta no aumenta. En consecuencia, definimos S,
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como la poblacion susceptible inicial. Luego, si Sy < v/8, en-
tonces S(t) < v/B, para cualquier ¢, asi dI/dt < 0, luego la en-
fermedad decrece. De otra manera, cuando Sy > /83, el nume-
ro de infectados crece hasta alcanzar el maximo valor dado por
So = v/3, y despues decrece, es decir, ocurre un brote. En la fi-
gura 15 se muestra el comportamiento que siguen las poblacio-
nes de susceptibles, infectados y recuperados al introducir un
individuo infectado en una poblacion inicial de 100 individuos

susceptibles.

Figura 15: Comportamiento de las poblaciones del modelo SIR

100

80

Susceptibles
— Infectados

— Recuperados

Fuente: Elaboracion propia.

La cantidad 3Sy/v es el R, para el modelo sir. Ademas, para
este modelo el valor del Ry queda completamente determinado
por los valores de los parametros 3, v y la condicion inicial de la

poblacion susceptible (S).
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Ejemplo 2: Formulacion de un modelo que simula la trans-
mision del dengue

Como segundo ejemplo vamos a considerar el modelo que simu-
la la transmision del dengue para el municipio de Bello (Antio-
quia) [144]. En él se consideran las dos poblaciones involucradas
en el ciclo de transmision del virus, la de mosquitos y la humana.
Dentro de la primera se tienen en cuenta cuatro compartimen-
tos: el primero corresponde a la fase acuatica (4) en la que se
desarrollan el vector, las larvas y las pupas. Los otros tres com-
partimentos corresponden a la poblacion adulta de hembras del
mosquito dividida en susceptibles (M), expuestas (M.) e infec-
ciosas (M;). Respecto a la poblacion humana, hay cuatro com-
partimentos que corresponden a la poblacion susceptible (H),
expuesta (H.), infecciosa (H;) y recuperada (H,.). El modelo toma
en cuenta la poblacion humana constante, que no sufre ningtin
cambio significativo en el lapso en el que ocurre una epidemia
de este tipo, mientras que a la poblacion de mosquitos se le per-
mitio variar con el tiempo. Es importante mencionar que estas
poblaciones siempre son cantidades positivas, ademas de que su
crecimiento esta limitado por los recursos del ambiente, lo que
hace que siempre estén en regiones acotadas. En el modelo, A
aumenta a una tasa §(1 — A/C), donde ¢ es la tasa de oviposicion
intrinseca per capita y C es la capacidad de carga del ambiente.
Esta fase disminuye de acuerdo con la tasa de transicion de A a

la fase adulta (v,,) y la tasa de mortalidad de la misma (u,).
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La transmision del dengue comienza cuando una hembra sus-
ceptible de Ae. aegypti se alimenta de la sangre de un humano
infeccioso, convirtiéndose asi en un mosquito expuesto con una
tasa de transmision b3, H;/H que depende de (a) la tasa de pica-
dura de los mosquitos (b), que es el nimero promedio de picadu-
ras por mosquito por unidad tiempo, (b) la probabilidad de que
un mosquito se infecte después de picar a un humano con den-
gue (B,), v (c) la proporcion de humanos infectados (H;/H). El
mosquito expuesto se vuelve infeccioso cuando completa el pe-
riodo de incubacion extrinseco, que ocurre a una velocidad 6,,.
De manera analoga, los humanos susceptibles pasan al comparti-
mento de humanos expuestos a una velocidad b3, M; /M, donde
By es la probabilidad de que un humano se infecte después de
haber sido picado por un mosquito infectado con dengue. Una
vez se completa el periodo de incubacion intrinseco, el humano
expuesto se convierte en infeccioso a una tasa 6;,. Finalmente,
los humanos infecciosos se recuperan a una velocidad ~,,. La fi-
gura 16 muestra todas las transiciones descritas en el parrafo an-

terior.
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Figura 16: Modelo de transmision del dengue. Se muestra un diagrama
de flujo que resume las transiciones de un compartimento a otro en el
modelo (13).
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Fuente: Elaboracion propia.

Las ecuaciones que describen este comportamiento son las

siguientes:
dA A
25 (1= L) M = (o + ) A
=0 (1-5) M= )
dM, H;
= mA_b miMs_ mMs
a7 P 7 Iz
dM, H;
<= b mJMs - 9m m Me
o = P (O + )
dM;
dt = HmMe — MmMz (13)
dHg M;
— unH — bBy i Hy — pp H
dt Hh bﬁhM s Hpils
dH, |
=bB,—MH, — (6 H,
p ,BhMi (On + )
dH;
o = Ot — (vn + pn) H;
dH,
= Hz - Hr
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Calculo de los rangos para algunos parametros del
modelo

Para el caso de estudio del municipio de Bello, dado que se tie-
nen datos de laboratorio, es posible definir los rangos iniciales
para los parametros que simulan la velocidad de transicion de A
ala fase adulta (v,,), la tasa de transicion de un mosquito expues-
to a infeccioso (#,,), la tasa de transicion de un humano expuesto
a infeccioso (6,) y la tasa de recuperacion en humanos (v;,). De

esta manera, para el modelo se tiene que:

= La~,, se define como:

_ 1
duracion en la fase acuatica

Tm

» Lag,, se define como:

1
0 - . /7 ’ . ./’ ’
"™ duracion del periodo de incubacién extrinseco

» La 6, se define como:

1
h= — , p SRR
duracion del periodo de incubacion intrinseco

= La~, puede interpretarse como la tasa de transicion de hu-
manos infecciosos a recuperados. De esta manera, se pue-

de definir como:

1
~ tiempo de duraciéon de un humano estando infectado

Yh

Por otro lado, siguiendo la metodologia presentada en la sec-

cion anterior, fue posible calcular los rangos iniciales para los
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parametros que simulan la mortalidad del vector en A (u,), la
mortalidad en mosquitos adultos (u,,) y la mortalidad en la po-
blacion humana (;;). Para el caso de esta tltima, se considero la
informacion estimada por el dane para la poblacion urbana del
municipio de Bello al comienzo (403.235) y al final (412.309) del
ano 2010.

Otros parametros como la capacidad de carga (C), la tasa de
oviposicion intrinseca (9), la tasa de picadura (b), la fraccion de
hembras que resultan de todos los huevos (f), las probabilidades
de transmision de humanos a mosquitos y viceversa (5,, y x, res-
pectivamente) fueron calculados a partir de resultados experi-
mentales y la informacion disponible de la zona de estudio [144].
La tabla siguiente resume los rangos de los parametros para el

modelo.

Tabla 15: Parametros usados en el modelo (13), significado biologico

y rangos de valores

Param. | Significado V. /dia V. / semana
b Tasa de picadura [0,1] [0,4]
5 Tasa de oviposicion per capita [8,24] [55,165]
Ym Tasa de transicion de la fase acuatica a la adulta [0.12,0.2] [0.84,1.4]
Ha Tasa de mortalidad en la fase acuatica [0.001,0.5] [0.007,0.3]
Hm Tasa de mortalidad en la fase adulta [0.008,0.03] | [0.06,0.20]
f Fraccion de hembras que resultan de todos los huevos [0.42,0.55] [0.42,0.55]
C Capacidad de carga del ambiente (6400, 95000] | [6400,95000]
Hn Tasa de nacimiento y mortalidad en la poblacién humana | 0.00006 0.0004
Bn Probabilidad de transmisién de mosquito a humano [0,1] [0,1]
Bm Probabilidad de transmisién de humano a mosquito [0,1] [0,1]
O Tasa de transicion de mosquitos expuestos a infecciosos | [0.08,0.13] [0.58,0.88]
O Tasa de transicion de humanos expuestos a infecciosos [0.1,0.25] [0.7,1.75]
o Tasa de recuperacion en la poblaciéon humana [0.07,0.25] [0.5,1.75]

Fuente: Elaboracion propia
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Analisis cualitativo del modelo

Para calcular el Ry del modelo (13) lo primero que necesito cal-
cularse fue el punto de equilibrio libre de la enfermedad. Para

esto debimos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

5(1—3) M — (Ym + pa)A =0

fymA— bﬁm%Ms — Mg =0

bﬁm%Ms (B + )M, = 0
0, M, — iy M; = 0 (14)

punH — bﬁh%Hs —ppHs =0

bﬂh%Hs —(Oh +pn)He =0

OnHe — (Y + pn)H; =0
La ecuacion que corresponde a los humanos recuperados se
puede omitir debido a que la poblacion humana es constante
(H = H,+ H. + H; + H,). Luego, esta ecuacion se puede expresar
como una combinacién de las ecuaciones que corresponden a
los humanos susceptibles, expuestos e infectados. Por otro lado,

a partir del sistema (14) se observa que la dinamica de la pobla-

cion de vectores esta dada por el subsistema de ecuaciones:

dA A

pri <1O)M(Wm+ua)f4

ey (15)
at = fymA — pmM
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Este tiene como soluciones el punto trivial en el que no hay
presencia del vector P, = (0,0), es decir, A = 0y M = 0, y el
punto en presencia de la poblacion de vectores P, = (A*, M*),
donde A* = C (1 — %M>’ M* = %A* Y Ry = % Des-
de el punto de vista bioldgico, esta cantidad se puede interpre-
tar como el numero promedio de hembras producidas por una

hembra durante su tiempo de vida.

Luego, reemplazando estas expresiones en el sistema (14)
tenemos que el punto de equilibrio libre de la enfermedad en
presencia de la poblacion de vectores para el sistema (13) es
(Ao, My, 0, 0, Hyp, 0, 0, 0), donde H,, = H.

El subsistema en el que se producen nuevos infectados en

cada poblacion del modelo (13) seria:

dM, H;

6:bmilﬂis_em mMe
0 Bz (Om, + )
dM;

:emMe_,umMi

dt (16)
dHe o Mip (0, + ) H
a hM s h T Mp) e
dH;
o =0nHe — (yn + pn)H;

La linealizacion de este subsistema alrededor del punto de
equilibrio libre de la enfermedad esta dado por la matriz jaco-

biana evaluada en este punto:
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—(Om +pm) 0 0 bBm 22

J O, —lbm 0 0
0 bBrer —(On + pn) 0
0 0 O —(Yn + )

donde la matriz de infeccion es

0 0 0 BB,k
0 0 0 0
T —
0 Bt 0 0
0 0 0 0
y la matriz de transicion es
_(em + ,Um) 0 0 0
0., — U 0 0
5 1%
0 0 —(Oh+ up) 0
0 0 05, —(Yh + 1a)

Finalmente, para este modelo la matriz de la siguiente gene-

racion esta dada por

0 0 bﬁmeh M bﬁm %
On+pn)vnt+pn) H o (yatun) H
0 0 0 0
K= bBnOmH b8y H
hUm h L1
o (Om+pm) — pm M 0 0
0 0 0 0
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y el R seria

b25m5h9m9h
= 17
o \/Mm(9m + pim) (On + 11n) (Y + pn) a7

donde H,, = H and My, = M. Esta expresion es el promedio
geométrico del nimero de infectados secundarios que se pre-

senta en cada subpoblacion.

Ejemplo de analisis de estabilidad

Para ilustrar como se realiza el analisis de estabilidad aplican-
do la teoria introducida en este capitulo, consideraremos el sis-
tema (15) que simula la dinamica de la poblacion de vectores.
Recordemos que este sistema tiene dos puntos de equilibrio:
Py = (0,0), en el cual no hay presencia de la poblacion de vecto-

res, y el punto P, = (A*, M*), donde

1 fm
A =C(1—- — M* == A
< RM) y Hm

— fé6vm
con RM T pm(Ymtpa)

La estabilidad local del sistema (15) esta dada por los valo-
res propios de la matriz jacobiana J alrededor de cada punto de
equilibrio. Para esto se deben encontrar las raices de la ecuacion
caracteristica p(\) = det(.J — \I). Para el sistema (15) la matriz ja-
cobiana antes de ser evaluada en cada punto de equilibrio esta

dada por:
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~ =B — (o + 1a) 5= 6

J= (18)

fm —Hm

La ecuacion caracteristica que corresponde al punto de equi-
librio Py es po(\) = A2 + a1\ + ag, donde

a1 = (Ym + fa) + fm (19)

ao = (Ym + pa)pm(1 — Ray)

Asi, el punto de equilibrio P, es localmente asintoticamente
estable si la parte real de cada valor propio es negativa. Verificar
que se cumple esta condicion es equivalente a demostrar que los
coeficientes de py satisfacen el criterio de Routh-Hurwitz (Teo-
rema 1) para k = 2, es decir, que a; > 0y que ao > 0. Se sigue
inmediatamente de (19) que ag, a; > 0 siempre que Ry, < 1. Por
lo tanto, el equilibrio Py es localmente asintoticamente estable
si Ry < 1. Cuando Ry > 1, ag < 0, lo cual implica que P, es

inestable.

Se probara la estabilidad global del punto P, para Ry, < 1 a

través de la formulacion de la funcion de Lyapunov Vy : B2 — R

dada por
Vo :=A+ MM
fm
donde la derivada orbital es
o % (’Ym + Na)ﬂm _
Vo i= ol T (1—Ry)| M (20)
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El teorema de Lyapunov-LaSalle [162] establece que para
Vo > 0, si Vy < 0, entonces el punto de equilibrio P, es glo-
balmente estable. De la ecuacion (20) se tiene que V, < 0 para
Ry < 1, mientras que si Ry, = 1, se cumple que Vy = 0si M =0
0 A = 0. Finalmente, de (15) se observa que el maximo conjunto
invariante contenido en V, = 0 es el punto de equilibrio P,. Por
lo tanto, este punto de equilibrio es globalmente asintoticamen-

te estable cuando Ry, < 1.

Por otro lado, cuando R;; > 1, entonces el punto de equili-
brio P, se encuentra en la region de interés bioldgico. La ecua-
cion caracteristica asociada a este punto de equilibrio es p;(\) =

A2 4+ b\ + by, donde

fovm 1
by=|—(1—— m a m
1 [,Um Rur + (Ym + Ha) + 1

bo = (%n + /ﬁa)/‘m(RM - 1)

Luego, el punto de equilibrio P; es localmente asintotica-
mente estable si la parte real de cada valor propio es negativa.
Verificar que se cumple esta condicion es equivalente a demos-
trar que los coeficientes de p; satisfacen el criterio de Routh-
Hurwitz (Teorema 1) cuando k£ = 2, es decir que b; > 0y by > 0
cuando Ry; > 1. Asi, el punto P; es localmente asintoticamente
estable cuando R,; > 1 e inestable en otro caso.

Ahora, para probar la estabilidad global de P, consideramos

la funcion de Lyapunov V; : R?2 — R, dada por
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. . AY 6 AR\ M .M
e (aa A (1) (o M)

En equilibrio, el sistema dado por (15) cumple las siguientes

relaciones:

A*N\ M*

(’Ym‘i‘,utz) _5<1_C> A*
M*
Hm —f’YmF

Mediante la sustitucion de estas expresiones y algunas sim-
plificaciones, podemos expresar la derivada orbital de la siguien-

te manera:

. A* , A M* M M C-A A*
V1'5(10>M[2A*M M*+M*H‘(1A>]

4 A M
Sumando y restando la expresion £ 7/

y después de algunas simplificaciones, se tiene que

. AN AM* A" MY\ M (A—A%)?
V1~—5<1‘0>M [( _A*M_AM*)_M*A(O—A*) 1)

El Gltimo término dentro de los corchetes en (21) es negativo,
pues A* < C. Ahora, definiendo 21 = 4% y 25 = 2L nos permite

definir la siguiente funcion:

X
flay, o) =2 - L 22
T2 T
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Como la media geométrica es menor o igual a la media arit-
meética, se sigue que f(z1,72) < 0 parax; yze. Ademas, f(z1,x2) =
0 solo cuando z; = z» = 1. Luego, se sigue que V; <0y V; =0 si
ysolosi A= A* and M = M*. Esto implica que todas las trayec-
torias con condiciones iniciales mayores que 0 se aproximan a

Py cuando t — oo, lo cual demuestra la estabilidad global de P,.

Conclusiones

Los modelos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias que
simulan la transmision de enfermedades infecciosas son una he-
rramienta importante para entender y determinar los factores
mas relevantes dentro del proceso de transmision. Sin embargo,
es importante antes de modelar un fenomeno tener en cuenta la
informacion que hay disponible y las preguntas que se quieren
responder con ayuda del modelo. Por ejemplo, para enferme-
dades como la gonorrea, la sifilis o el resfriado comun, puede
resultar mas apropiado formular modelos tipo SIS (susceptible-
infectado-susceptible), donde los individuos no adquieren in-
munidad permanente a la enfermedad, mientras que para en-
fermedades como las paperas o el sarampion, en las que una vez
el individuo se recupera no vuelve a ser susceptible, un mode-
lo tipo SIR resulta mas apropiado. Para el caso particular de las
enfermedades transmitidas por vectores, como el dengue, puede
resultar mas adecuado considerar las dos poblaciones involucra-
das en el proceso de transmision [157]. Si bien es posible formu-

lar un modelo sir que simule la transmision del virus dengue, en
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esta formulacion los valores que toman los parametros usados
en el modelo para ajustarse a los casos reportados podrian no
tener ningun significado bioldgico. Es importante resaltar que la
dificultad que surge al ajustar estos modelos no proviene des-
de el punto de vista matematico, sino desde el significado y la
interpretacion que se pueda dar a los valores de los parametros

encontrados en este ajuste (ver capitulo 5).

Adicionalmente, para este tipo de modelos siempre es posi-
ble calcular el Ry, el cual es un valor umbral que ayuda a determi-
nar si la enfermedad se establecera o no en cierta poblacion bajo
ciertas condiciones. La metodologia presentada aqui (matriz de
la siguiente generacion) para calcular este umbral es la mas usada
y facil de aplicar a modelos de altas dimensiones. Sin embargo,
el valor que se obtiene a través de esta estrategia es el promedio
geomeétrico del nimero de infectados secundarios que se pre-
senta en cada subpoblacion. Es importante mencionar que una
de las desventajas de trabajar con los valores promedios es la alta

sensibilidad de esta medida a valores extremos (ver [163]).

Finalmente, debido a que no es posible determinar de mane-
ra analitica la solucion de los modelos presentados en este ca-
pitulo, es necesario llevar a cabo un analisis cualitativo de los
mismos. Para los modelos epidemioldgicos, este analisis tiene
como punto de partida el calculo del Ry, y los puntos de equili-
brio, para enseguida evaluar el comportamiento que tendran las
soluciones alrededor de cada punto. Este analisis se conoce co-

mo analisis de estabilidad y nos permite entender el comporta-
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miento de la transmision y evolucion de la enfermedad a medida
que el tiempo transcurre, teniendo en cuenta las caracteristicas
propias de cada fendmeno que se esta estudiando. Ademas, a
partir de este analisis es posible determinar cuales son los pa-
rametros mas sensibles del modelo y definir posibles estrategias

de control para frenar la transmision del virus.
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