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Prefaio

Si esribir un texto, ualquiera sea éste, es una faena difíil, esribirlo a varias voes

todavía lo es más. Con todo, la di�ultad es dínamo de reto, de provoaión, de osadía

inluso, máxime si se trata de dos profesores uya manera de ouparse del saber no es

extraña a una búsqueda permanente de momentos o enuentros afortunados que propiien

el ompartir saberes y onstruir perspetivas on�uyentes de trabajo, de suerte que éstas

emanen del tramado de sus experienias didátias, lógias, teórias y humanas. La obra

que aquí ofreemos es el produto de un haz de on�uenias, realizado a partir de enuentros

afortunados que nos han permitido ompartir nuestros onoimientos y experimentaiones

omo profesores de los diversos ursos del área de Matemátias Espeiales, ursos que hemos

impartido en la Faultad de Ingeniería de Sistemas de la Universidad EAFIT, uya sede

se enuentra en la iudad de Medellín, Colombia. Es así omo nos hemos dado a la tarea

de darle un ierto orpus didátio y teório a nuestras experimentaiones en este ampo

espeí�o.

En efeto, no sin ierto rigor y esmero en la formalizaión, hemos querido reunir diversos

temas que se han desarrollado en varios ampos del onoimiento, temas que hoy se agrupan

en lo que se podría llamar Informátia Teória. Anotemos además, que buena parte de los

distintos �objetos� que de�nen el orpus teório de esta obra emergen del o�io del saber

lógio-matemátio. Y en lo que a nosotros hae relaión, aquéllos se yerguen esenialmente

de una arraigada inquietud de saber, ompartir lo sabido, y reonoer que todo saber

sabido es siempre preario, inquietud que nosotros onsideramos de orden étio-estétio.

Ello, primero que todo, porque esta inquietud está en el núleo de lo humano y debe ser el

�motor inmóvil� de nuestra manera de existir y, en segundo lugar, porque esta inquietud y en

parte estos �objetos�, no han esado de trabajar en nosotros y haernos trabajar, marando

de este modo la que mal que bien podríamos llamar �dinámia del urso� de Matemátias

Espeiales III, de la itada faultad.

No es del todo fáil develar los propósitos de un autor. Cuando se esribe, abe la

pregunta, ¾qué se pone realmente en disposiión y a disposiión del otro? Nosotros no sa-

bríamos arriesgar una respuesta. No obstante, digamos que reemos poner en disposiión un

ierto orpus de noiones �uya �liaión maramos metiulosamente�, un ierto trama-

do, analítio y a la vez sintétio, onstituido por objetos teórios y demostraiones hehas

muy a nuestra manera, así omo objetos y onsideraiones que forman parte del quehaer
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formativo de nuestros estudiantes y profesores (y de manera muy espeí�a de aquellos que

transitan por las Faultades de Ingeniería de Sistemas de algunas universidades de nues-

tro entorno). Así ontorneada la respuesta, no sobra destaar una variable importante en

nuestras pretensiones. Queremos ontribuir a llenar un ierto vaío bibliográ�o en nuestro

medio. Ciertamente existe una buena bibliografía, pero sus enfoques y ontenidos están

esenialmente orientados a ursos de postgrado. Poos textos hay en el ámbito universitario

que tengan una orientaión haia una propedéutia aorde on las ondiiones y pretensio-

nes de nuestros pregrados. En realidad son esasos los textos que tengan una orientaión

haia estos niveles y que reúnan y traten adeuadamente y on ierta didaxis los temas aquí

presentados. Cabría destaar en esta espeie de vaío el texto de Lógia y Calulabilidad,

esrito por el profesor olombiano Xavier Caiedo Ferrer; los demás, refereniados en nues-

tras notas bibliográ�as, sin dejar de ser importantes, mantienen una dimensión bastante

intuitiva y poo formalizada para lo que en nuestro medio, al menos en nuestra visión de

las osas, se busa on este género de ursos de pregrado.

Las referenias ontextuales anteriores no pretenden esamotear los valores de los otros

textos que irulan en nuestro medio, ni muho menos abrogarnos una uota de abal

originalidad. No, lejos estamos de tal intenión. Los puntos de vista que aquí desarrollamos

están bastante difundidos, omo puede onstatarse en el esfuerzo que hemos realizado a lo

largo de este texto, por señalar la fuente espeí�a desde la ual asumimos una determinada

mirada, de�niión, demostraión o ejemplo. Allí, en ese juego de despeje, de reonoimiento

y asunión queda nuestro esfuerzo de originalidad. Ciertamente hay un poo de originalidad,

pero no queremos entrar en ese juego de imaginarios; más bien, respetuosamente dejamos

este asunto a argo de los letores avisados en estos ampos. Lo que en rigor el texto busa,

no sin deliberada intenión, es generar un trazado entre intuiión y formalizaión, así,

omo ontornear o solamente diagramatizar iertos temas; diagramatizar en el sentido de

introduir ionos de relaión que permitan, en el aso del letor, engendrar una visión amplia

y omprensiva del tema, y ello no sin iertas preisiones de detalle, ténias formales, uando

así lo amerite la perspetiva que deseamos proponer. Con esta última alusión también

queremos alarar que iertos temas; quizá la mayoría no pretende ir más allá de los límites

que el texto on�gura, dada justamente su pretensión de ampliar los ampos de formaión

en pregrado a la vez que otorgarles un ierto límite. Así las osas, presentamos un texto

que reoge y ordena metódiamente iertos temas que habitualmente no se onsideran o

integran en los urríulos de Ingeniería de Sistemas en nuestro medio; y otros temas que son

formulados lásia e intuitivamente en otros textos, se desarrollan en el nuestro en funión

de una metodología que on un ierto grado de síntesis y de desarrollo, reemos, abre vías de

leturas que aompañarán el proeso de formaión y desarrollo (más ientí�o y riguroso)

de un Ingeniero de Sistemas.

Finalmente, onviene a�rmar que al avanzar en la elaboraión de este texto, no esamos

de hallar problemas y vías alternas de evoluión en su produión. Al �n de uentas, nos

peratamos de que el sentido que jalona una esritura no debe estar alejado de poder

pensarla omo una vía múltiple, es deir, omo una vía que, al vislumbrar el �n, no puede
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menos de pretextarlo. Nuestra sentida apuesta es, entones, por un onvidar al letor a

�ver� en esta obra un trabajo que no esa de rehaerse, esto es, a ver en ella una obra

abierta. Abierta en diversos sentidos y grados. Abierta en ella misma, abierta al letor,

ampo abierto de problemas que ella ontiene y que, quizás, ontribuye a generar. Por

último, para errar on un mandato étio de nuestro proeder, queremos se�nalar que toda

argumentaión, impreisión, problemas inherentes a la produión de este libro y que los

uales permaneen sin resolver, son enteramente nuestra responsabilidad. Como diría el

pensador hileno Humberto Maturana: �Nosotros nos haemos argo de lo diho, en la

esperanza de que el letor se haga argo del sentido onstruido.�

Para mantener una omuniaión onstante on nuestros letores �on base en los

medios informátios atuales�, el texto uenta on una página web, la ual puede ser

aesada desde la direión www1.eafit.edu.o/asiard. Esta página mantendrá infor-

maión atualizada respeto a orreiones, modi�aiones o atualizaiones al texto. Por

otra parte, si el letor desea realizar algún omentario (sugerenia, orreión, et.) on

relaión a los ontenidos del texto, lo puede haer en la direión de orreo eletrónio

asiard�ea�t.edu.o.

No queremos errar este prefaio sin ofreer algunas notas de agradeimiento. A nuestros

olegas, Juan Carlos Agudelo Agudelo, Orlando Garía Jaimes y Hugo Guarín Vásquez,

quienes al seguir una versión preliminar de este texto en sus ursos, formularon algunas

sugerenias al mismo. A nuestro estudiante Carlos Andrés Ardila por la elaboraión del

ejemplo 2.24 (pág. 90). A nuestros revisores por sus orreiones y sugerenias. Al fondo

editorial de la Universidad EAFIT y a su diretora Letiia Bernal. A nuestros estudiantes,

quienes, semestre a semestre, por espaio de seis años, nos aompañaron en esta labor, bien

en alidad de esuhas onernidos, bien en alidad de esuhas sileniosos. A la Universidad

EAFIT, de una forma u otra nuestra alma mater, por onedernos el tiempo y el espaio

requeridos para saar adelante este pequeño sueño hoy vuelto realidad. Y, de ontera, a

otras presenias, aquí no nombradas, pero uyos nombres sabemos on erteza que nos

aompañan en nuestra memoria.

Los autores.

Universidad EAFIT, Medellín

15 de febrero del 2001

www1.eafit.edu.co/asicard
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Capítulo 0

Introduión

A ontinuaión presentamos un texto que ontiene una ierta estrutura didátia y

teória. Ciertamente hay ambios en el orden anónio usual. No obstante, hay que deir

que la experienia en la enseñanza de estos temas nos ha revelado lo frutífero de tal

ordenamiento.

Hemos organizado iertos aspetos formales básios para la omputaión en una es-

trutura que ontempla seis apítulos. En el primero nos ouparemos de los elementos que

onsideramos básios para una ompresión de la teoría de las máquinas de Turing. El se-

gundo, por su parte, lo onsagraremos al estudio de la teoría de las funiones pariales

reursivas. En el terero nos adentraremos en el estudio de aspetos básios de las teorías

de lenguajes y gramátias formales. El uarto, en íntima onexión on el anterior, nos per-

mitirá aeranos a la teoría de los autómatas de estado �nito. El quinto, lo onsagremos

al estudio de la teoría de los autómatas de pila. Finalmente, erraremos el texto on un

apítulo onsagrado a presentar los elementos básios de la teoría de la omplejidad algo-

rítmia. La �gura 1 ilustra laramente la estrutura del texto, esto es, nos representa las

relaiones y depenias estableidas entre los ontenidos del texto.

A ontinuaión presentamos algunas onsideraiones que ontribuyan a revelar la im-

portania y pertinenia de estos temas en la formaión de una buena parte de ingenieros y

tenólogos, la misma que realizaremos para ada uno de los apítulos del texto.

Capítulo 1: Computabilidad

La teoría de la omputabilidad lásia, tal omo la onoemos hoy en día, fue estableida

en la déada de los 30's por los trabajos fundaionales realizados por Kurt Gödel, Jaques

Herbrand y Stephen Kleene en funiones reursivas, Alonso Churh y Stephen Kleene en

funiones λ-de�nibles, y Alan Turing y Emil Post en funiones omputables. Entre estos

trabajos se destaa el realizado por Turing, debido a que no es neesario realizar un gran

esfuerzo para observar la ompenetraión existente entre, por un lado, la idea intuitiva de
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Figura 1: Relaiones y dependenia entre apítulos.

proedimiento alulable (es deir, aquel proedimiento que se pueda llevar a buen término

siguiendo un onjunto de pasos estableidos) y, por otro lado, la formalizaión realizada por

Turing para dar uenta de esta lase de proedimientos, justamente lo que hoy denominamos

máquinas de Turing.

El apítulo 1 aborda el estudio de la teoría de la omputabilidad desde la perspetiva de

las máquinas de Turing, obteniendo así la �teoría de la Turing-omputabilidad�. Esta teoría,

además de aportar oneptos muy importantes al estudio de las propiedades metamátias

de los sistemas formales, se onstituyo (al igual que otras teorías) de la mano del propio

Turing (y por supuesto de la mano de muhos otros) en la fundamentaión formal de la

ienias de la omputaión. Iniialmente identi�amos la noión de algoritmo on la noión

de máquina de Turing.

Una vez estableida una de�niión formal de proedimiento omputable omo el que es

omputable por una máquina de Turing, podemos lasi�ar los objetos (números, funiones

o proesos) omo omputables o no omputables. Dentro de estos proesos no omputables

se destaa el problema de la parada de una máquina de Turing, el ual onsiste en determinar

si una máquina de Turing se detendrá o no on una entrada seleionada de un onjunto

posible de ellas. La insolubilidad del problema de la parada es fraseable, en términos de

la ienias de la omputaión, a�rmando la imposiblidad de onstruir un depurador de

programas que detete si un programa podría o no entrar en un ilo in�nito.

Debido a que el onjunto de instruiones de una máquina de Turing está ompuesto

por instruiones muy simples, la �programaión� de una máquina de Turing es usualmente

un proeso muy tedioso, pudiéndose inluso omparar on la programaión en lenguaje

ensamblador. Para soslayar esta di�ultad, Turing estableió el onepto de m-funión.
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Este onepto no es más que el predeesor formal de los llamados maros en los lenguajes

ensambladores o de los llamados proedimientos en los lenguajes de programaión de mayor

nivel.

La noión de máquina de Turing universal es la noión formal subyaente a un ompu-

tador, en el sentido que éste puede ser pensado omo una máquina que ejeuta un algoritmo

para ejeutar algoritmos. La máquina de Turing universal se onstituye, pues, en el mode-

lo formal de nuestras atuales máquinas de ómputo; de allí que se a�rme que ualquier

omputador es una máquina de Turing on las limitaiones físias que aquélla no tiene, limi-

taiones físias que haen referenia a la apaidad de memoria no aotada de una máquina

de Turing universal.

En �n, en este apítulo iniiaremos un reorrido por la teoría de la omputabilidad,

reorrido que no dejará de gozara de un ierto nivel de formalizaión y abstraión.

Capítulo 2: Reursividad

Una vez hayamos terminado el reorrido on el onepto de omputabilidad (en el

apítulo 1), retomaremos este onepto en el apítulo 2, pero esta vez no en el sentido de

Turing, sino en el sentido de Gödel, Herbrand y Kleene. El onepto de omputabilidad es

una idea bastante importante. ¾Por qué? Justamente porque existen operaiones, inluso

aritmétias, que no son omputables. En este apítulo probaremos por ejemplo, que existen

funiones numérias que no son omputables.

El onepto de omputabilidad es realmente un onepto abstrato, es deir, va más allá

de ualquier realizaión onreta, en el sentido de que existen diversas formas de abordar

la idea de omputabilidad (λ-álulo, funiones reursivas pariales, máquinas de Turing,

et.)

En este apítulo abordaremos la teoría de la omputabilidad desde la perspetiva de

la teoría de las funiones reursivas pariales, justamente para trabajar el onepto de

omputabilidad de una manera más matemátia, lo ual nos dará ierta independenia de

formalismos onretos y nos permitirá, mediante la teoría de onjuntos, obtener iertos re-

sultados sorprendentes sobre lo omputable y lo no omputable. Mostraremos, por ejemplo,

la equivalenia entre las funiones reursivas pariales y las funiones Turing-omputables

(lo ual nos permitirá otra formalizaión de la noión de algoritmo); probaremos igualmen-

te que el onjunto de las funiones omputables es del orden in�nito enumerable, mientras

que el onjunto de las no omputables es del orden in�nito no enumerable. Una pregunta o

problema nos hará iertamente trabajar bastante: se trata de saber si todo lo omputable

en sentido intuitivo es omputable en el sentido formal, esto es, en el sentido de una funión

reursiva parial. Esta es, justamente, una de las formas omo podemos expresar la tesis de

Churh-Turing.

Es importante resaltar que, desde la perpetiva de las ienias de la omputaión, la

teoría de las funiones reursivas se onstituye en la teoría formal subyaente al paradigma
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de programaión denominado �programaión funional�, así lenguajes de programaión tales

omo LISP y Mathematia obtienen sus fundamentos formales de esta teoría.

En �n, en este apítulo haremos un reorrido axiomátio y onstrutivo, de un ierto

rigor, que nos ofreerá de nuevo posibilidades de adentrarnos aún más en el fasinante

universo de los problemas de la omputabilidad.

Capítulo 3: Lenguajes y Gramátias

Los lenguajes admiten una lasi�aión en lenguajes formales y lenguajes naturales.

Una diferenia importante existente entre ellos, estriba en que en los primeros es posible

desarrollar un trabajo en sintaxis y semántia muho más riguroso que en los segundos.

Ejemplos de lenguajes formales lo onstituyen la lógia, la matemátia y los lenguajes de

programaión.

En los lenguajes formales in�nitos tendremos uno de los primeros aspetos importantes

para onsiderar; se trata de la posibilidad de generaión de un lenguaje por un onjun-

to �nito de reglas, denominadas �reglas de produión�. Este onjunto �nito de reglas de

produión onstituye lo que se onoe omo la gramátia del lenguaje. Noam Chomsky

estableió una taxonomía para aquellos lenguajes formales suseptibles de ser generados por

una gramátia, on base en una lasi�aión de las reglas de produión. Trabajos posterio-

res estableieron relaiones del tipo lenguaje-reonoedor, asignando a ada tipo de lenguaje

un tipo de reonoedor. Así dihas las osas, dediaremos este apítulo al desarrollo de la

teoría de los lenguajes y de las gramátias formales.

Uno de los aspetos más importantes de este apítulo, reside en el heho de la lase

de lenguajes formales denominados �lenguajes independientes del ontexto�. Esta lase de

lenguajes es de suma importania en la ienias de la omputaión, debido a que justamente,

gran parte de los lenguajes de programaión atuales omo C++, Java, Fortran, entre otros,

perteneen a esta lase y por lo tanto omparten propiedades formales, la más importante

de la uales es quizás, que son reonoidos por máquinas teórias denominadas �autómatas

de pila�. Estos autómatas serán estudiados en el apítulo 5.

Una vez onoida la grámatia de un lenguaje es posible estudiar algunas propiedades y

araterístias de la misma, y por ende, algunas propiedades y araterístias del lenguaje

genererado por ésta. Dentro de estas propiedades se destaa la propiedad de ambigüedad o

no del lenguaje, propiedad que se revela de gran importania debido a sus efetos noivos

en la manipulaión autómatia del mismo, es deir, en la generaión, interpretaión o el

reonoimiento del mismo.

En �n, este apítulo tiene omo objetivo fundamental el estudio formal y riguroso de los

lenguajes formales a partir de sus generadores, o sea, a partir de las gramátias formales.
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Capítulo 4: Autómatas de estado �nito

La palabra `autómata' tiene diversos sentidos. Puede evoar, por ejemplo, un dispositivo

que simula los movimientos de un ser vivo. En su referenia a la informátia, lo esenial

de esta palabra onsiste en permitirnos pensar en una simulaión de los proesos para

manipular informaión, uyo paradigma típio es, obviamente, el omputador, en la medida

que éste puede ser visto omo una máquina que manipula símbolos.

Este apítulo lo onsagraremos a la teoría de autómatas de estado �nito, también llama-

da teoría algebraia de máquinas. Si entendemos por un autómata una máquina seuenial

(esto es, que opera sobre seuenias de símbolos), entones el objetivo aquí es formalizar

esta idea mediante elementos de la teoría de onjuntos y del álgebra abstrata.

La teoría de autómatas de estado �nito que vamos a desarrollar nos dota de onoimien-

tos y métodos para los problemas de análisis y de síntesis de las máquinas seueniales. Un

aspeto muy importante que desarrollaremos en este apítulo es el onerniente al proble-

ma de la deidibilidad, via autómatas de estado �nito, de un lenguaje y sus onexiones on

las gramátias formales. Puede pensarse, por ejemplo, en un autómata reonoedor para

un ierto lenguaje. Pero esto último no siempre es posible garantizarlo para todo lenguaje

formal, por ello en este apítulo estudiaremos bajo qué ondiiones podemos garantizar el

que un lenguaje dado sea aeptado por un reonoedor �nito.

Aunque sabemos que desde la teoría de la omputabilidad los autómatas de estado

�nito son modelos más limitados que las máquinas de Turing o las funiones reursivas,

su importania reside en que desde la perspetiva de las ienias de la omputaión estos

autómatas son usuados para modelar proesos uya omplejidad admite un modelo más

simple que el modelo general de omputabilidad. Ejemplos de tales proesos los hallamos

en la espei�aión de iertas partes de los lenguajes de programaión y en la modelaión

de iertas subetapas de algunas de las etapas de Ingeniería del software.

En �n, este apítulo tiene omo objetivo fundamental presentar los elementos básios de

la teoría de autómatas de estado �nito, desarrollando algunos ejemplos que nos permitan

ver su utilidad en ampos diversos, espeialemte los relaionados on la informátia y la

omputabilidad.

Capítulo 5: Autómatas de pila

Una lase de máquinas formales más potentes que los autómatas de estado �nito, pero

menos potente que las máquinas de Turing, la onsituye la lase de los autómatas de pila.

Intuitivamente expresado, podemos deir que esta diferenia está sustentada en la apai-

dad de memoria de las tres máquinas formales menionadas; así, una máquina de Turing

tiene memoria no aotada y sin restriiones de aeso, un autómata de pila también tiene

memoria no aotada pero el aeso a ella es restringido a las manipulaiones que se puedan

realizar sobre la estrutura de datos denominada �pila�, y un autómata de estado �nito

tiene memoria �nita.
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Como menionamos en la seión orrespondiente al apítulo 3, los autómatas de pila

son los reonoedores de los lenguajes independientes del ontexto (y de este tipo son la

mayoría de los lenguajes de programaión atuales). Por lo tanto, no es de extrañar que

los automátas de pila sean uno de los prinipales elementos formales subyaente al área de

las ienias de la omputaión denominada �teoría de la ompilaión�. Es más, usualmente

uando ompilamos un programa estamos ejeutando una implementaión de un autómata

de pila diseñado para reonoer palabras (algoritmos en este aso) que pertenen al lenguaje

de programaión en uestión.

De nuevo, un aspeto muy importante que desarrollaremos en este apítulo es el relaio-

nado on el problema de la deidibilidad, en este aso desde la perspetiva de los autómatas

de pila, estableiendo qué lenguajes pueden o no ser reonoidos por estos autómatas.

En �n, este apítulo será una primera aproximaión formal a la teoría de los autó-

matas de pila, teoría que omo menionamos está en los imientos de nuestros atuales

ompiladores.

Capítulo 6: Complejidad Algorítmia

La teoría de la omputabilidad establee qué proesos pueden o no ser omputados.

Para ellos la teoría de la omplejidad algorítmia establee lasi�aiones de auerdo on

los reursos neesarios (tiempo y memoria) para omputar los proesos omputables. Este

apítulo se onsagrará entones al desarrollo de los elementos básios de la teoría de la

omplejidad algorítmia.

Para las ienias de la omputaión no sólo es neesario saber si un problema es o

no omputable, sino que, además, es neesario estableer la fatibilidad de ejeutar diha

omputaión (es deir, la posibilidad real de su ejeuión), pues si la omputaión requiere

un período de tiempo exesivo (quizás años o siglos) o si requiere una antidad de me-

moria imposible de suministrar (desde un punto de vista prátio), la omputaión no se

puede realizar. De otra parte, el estudio y desarrollo de algoritmos ada vez mejores está

sustentado, entre otros aspetos, en la reduión de los reursos requeridos en su ejeuión.

Una lasi�aión estableida de fato, para los diferentes problemas omputables, es la

que lasi�a los problemas en tratables e intratables. Intuitivamente expresado esto último,

problemas tratables, en uanto a algún reurso, son problemas que tienen una demanda del

reurso en uestión, expresable omo una funión polinómia del tamaño de la entrada al

problema, y problemas intratables son aquellos para los uales esta funión es exponenial.

Un aspeto de fundamental importania para la teoría de la omplejidad algorítmia

lo onstituye el modo de omputaión (determinista o no determinista). Mientras que en

la teorías de la Turing-omputabilidad, de los autómatas de estado �nito y de los autóma-

tas de pila no existe diferenia fundamental en uanto a si ellos son o no deterministas,

desde la perspetiva de la omplejidad algorítmia el operar en modo determinista o el

operar en modo no determinista puede estableer la diferenia entre que un problema sea
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tratable (omplejidad polinómia) o no tratable (omplejidad exponenial). De heho, uno

de los problemas matemátios atuales de mayor trasedenia onsiste en deidir si para

problemas de omplejidad temporal polinómia existe o no diferenia en uanto al modo de

omputaión empleado.

En �n, en este apítulo haremos una introduión a esa área de la informátia teória

que goza de dos araterístias importantes: por una lado, la omplejidad algorítmia es

uno de los ampos de investigaión de mayor dinámia desde el punto de vista teório, y

por otro lado, es uno de los ampos teórios on mayor potenial para ofreer posibilidad

de obtener resultados apliados.
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Capítulo 1

Computabilidad

En la atualidad ontamos on una de�niión muy preisa del onepto de algoritmo,

palabra que proede del nombre del matemátio persa del siglo IX, Abu Ja'far Mohammed

ibd Mâsa al-Khowâriz; pero la situaión no era la misma a prinipios de este siglo.

Como onseuenia del desubrimiento (a �nales del siglo pasado y a omienzos de éste)

de las paradojas o antinomias en la teoría de onjuntos y la situaión que esto generó (situa-

ión muy importante dado el papel de teoría base que desempeña la teoría de onjuntos en

la matemátia), se abordó un problema más amplio que omprendía la fundamentaión de

la matemátia y la lógia. En 1900, en el Congreso Internaional de Matemátios realizado

en París, Frania, Hilbert propuso 23 problemas que deberían marar el desarrollo de las

matemátias en los años siguientes. El déimo de estos problemas era: ¾es posible enontrar

un proedimiento meánio para alular la soluión de una lase partiular de euaiones

(euaiones diofántias, es deir, euaiones algebraias on una o más inógnitas, de oe�-

ientes enteros y de las que interesa úniamente las soluiones enteras)? El mismo Hilbert

generalizó el problema y lo presentó en 1928 en el Congreso Internaional de Matemátios

realizado en Bolonia, Italia; esta generalizaión es onoida atualmente omo el problema

de la deisión (Entsheidungsproblem), (algunos autores menionan que el problema de la

deisión es una generalizaión del segundo problema planteado por Hilbert en el ongre-

so de 1900; este problema onsistía en demostrar que los axiomas de la aritmétia eran

onsistentes entre sí) y su enuniado es: ¾existe algún método o proedimiento meánio,

que pueda en prinipio, deidir (resolver) todas las preguntas (problemas) matemátios?

Expresado en términos más �formalistas� el problema de la deisión onsistía en enontrar

un método efetivo general para determinar si un fórmula era o no verdadera en un sistema

formal dado.

Alan Mathison Turing demostró el aráter irresoluble del problema de la deisión, por

un amino diferente al empleado por Kurt Gödel, presentado en su famoso teorema sobre

la inompletitud de los sistemas formales. Turing sintió la neesidad de ontar on una

noión más preisa del onepto de proedimiento efetivo de deisión para el ual onibió
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la noión de omputabilidad. Creemos que la idea de que el proedimiento de deisión es un

proedimiento meánio, es deir, puede ser ejeutado por un ente sin inteligenia, siempre

y uando tenga aeso a las instruiones indiadas por él (éstas sí readas on inteligenia)

llevó a Turing a onebir la idea de una máquina abstrata para desribir este onepto.

Esta máquina abstrata se onoe atualmente omo la máquina de Turing y orresponde

a la noión formal del onepto de algoritmo. Turing replanteó el problema de la deisión

en términos de sus máquinas y demostró que este problema no tenía soluión.

1.1. Desripión Informal de la Máquina de Turing

Alan Mathison Turing onstruyó una máquina abstrata, o si se pre�ere, una máquina

matemátia onoida en nuestros días omo máquina de Turing, en la ual apturó la noión

de algoritmo.

Un algoritmo reibe algunos datos de entrada, los proesa y genera unos resultados.

Usualmente, uando ejeutamos un algoritmo a mano, utilizamos el papel omo meanismo

de entrada-salida del algoritmo. Veamos iniialmente uál es el meanismo de entrada-salida

utilizado por la máquina de Turing.

La máquina de Turing utiliza una inta in�nita omo meanismo de entrada-salida.

La inta está dividida en eldas las uales pueden ontener sólo un símbolo de un alfabeto

�nito de símbolos indivisibles de la máquina (el símbolo vaío se representa por � y por

onvenión hae parte de este alfabeto). En lenguaje ténio deimos que la inta es una

inta unidimensional bi-in�nita (in�nita en ambos extremos).

En ada instante disreto de tiempo, la máquina, �observa� una elda de la inta y tiene

la apaidad de leer-esribir un símbolo sobre ésta. Adiionalmente la máquina tiene la

apaidad de desplazarse sobre la inta, es deir, se puede desplazar una elda a la dereha,

o una elda a la izquierda, o no desplazarse on respeto a su posiión atual . Aunque

hemos menionado que es la máquina la que se desplaza sobre la inta, no existe tampoo

ningún inonveniente, desde el punto de vista oneptual, el onsiderar que es la inta la

que se desplaza sobre la máquina. Nuestra onvenión estipula que es la máquina la que se

desplaza sobre la inta.

Además del alfabeto (onjunto �nito de símbolos indivisibles), la máquina tiene también

un onjunto �nito de estados, los uales representan, omo su nombre lo india, el estado

en el que está la máquina en algún instante disreto de tiempo.

De�nimos una situaión de la máquina, omo una dupla formada por un estado (perte-

neiente al onjunto �nito de estados) y un símbolo (perteneiente al alfabeto). Para ada

instante de tiempo, la situaión atual de la máquina está determinada por el estado atual

en el ual se enuentra y por el símbolo que está en la elda, es deir, aquélla sobre la ual la

máquina está situada (la aión de leer el símbolo de la elda es automátia). Es neesario

entones, antes de omenzar la ejeuión de la máquina, de�nir su situaión iniial (estado

iniial, posiión iniial sobre la inta).
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El elemento más importante de una máquina de Turing lo onstituye el onjunto �nito de

instruiones. Este onjunto representa el omportamiento de la máquina. Cada instruión

está ompuesta por dos partes; la primera india uándo se debe ejeutar la instruión, es

deir, en qué situaión (estado, símbolo); la segunda parte india qué hae la instruión,

lo ual onsiste en: esribir un símbolo (en la posiión atual), ejeutar un moviento sobre

la inta y oloar la máquina en un nuevo estado. En otras palabras, una instruión

está ompuesta por ino elementos, a saber: estado-atual, símbolo-leer, símbolo-esribir,

movimiento, estado-siguiente; donde los dos primeros elementos indian uándo y los tres

restantes qué haer.

Veamos ómo opera una máquina de Turing: La máquina busa en su onjunto de ins-

truiones una instruión que onuerde (la primera parte) on la situaión atual (estado

atual, símbolo atual) de la máquina. Si la enuentra, la ejeuta, esribiendo el símbolo,

realizando un movimiento y pasando al estado indiado por la instruión hallada. En este

momento la máquina se enuentra en una nueva situaión atual y repite el proeso. Si por

el ontrario la máquina no enuentra una instruión que onuerde on la situaión atual,

la máquina se detiene y se da por �nalizada su ejeuión. Éste es un ontexto adeuado

para la siguiente pregunta: ¾Es posible que la máquina tenga más de una instruión para

una situaión en partiular? De auerdo on la respuesta obtenemos dos lases diferentes

de máquina de Turing, a saber: Las máquinas de Turing determinístias, las uales no per-

miten de�nir más de una instruión para una situaiónen partiular, y las máquinas de

Turing no determinístias, que sí permiten tal osa.

1.2. Desripión Formal de la Máquina de Turing

De�nimos formalmente una máquina de Turing determinista mediante la estrutura

matemátia MT =< Q,Σ, M, I >, donde:

Q = {q0, q1, q2, . . . , qn}: Conjunto �nito de estados de la máquina (Q 6= ∅).
Σ = {s0, s1, s2, . . . , sm}: Alfabeto o onjunto �nito de símbolos de entrada- salida. Adopta-

mos por onvenión que s0 = � (símbolo vaío) (Σ − {s0} 6= ∅).
M = {L, R, N}: Conjunto de movimientos (L: izquierda, R: dereha, N : no movimiento).

I: Es una funión de�nida de un subonjunto Q × Σ en Σ × M × Q. Se debe notar que la

funión I está de�nida sobre un subonjunto de Q×Σ, puesto que no es neesario que exis-

ta una instruión para ada una de las situaiones (estado, símbolo) teórias (el onjunto

formado por Q × Σ) en las que puede estar la máquina. Además, el onepto de funión

re�eja la araterístia de las máquinas de Turing determinístias. La funión I también

puede ser de�nida omo un onjunto �nito de instruiones I = {i0, i1, i2, . . . , ip}, donde
ada ij es una quíntupla de la forma: qm sm sn m qn, donde qm, qn ∈ Q; sm, sn ∈ Σ; m ∈ M .

No obstante la distinión estableida, nuestro trabajo en este apítulo hará referenia

prinipalmente a máquinas de Turing deterministas; por la tanto, la palabra �deterministas�

se omitirá desde este momento.



28 Computabilidad

Es importante anotar que la informaión iniial que ontiene la inta, esto es, el estado

iniial y la posiión iniial de la máquina sobre ésta, será suministrada �informalmente�

antes de omenzar la ejeuión de la máquina.

Si una máquina MT se enuentra en la situaión atual (qm, sm) y enuentra una

intruión ij : qm, sm, sn, m, qn, entones MT ambia sm por sn; realiza el movimiento

indiado por m y pasa al estado qn (puede ourrir que qm = qn o sm = sn); en un aso

ontrario, la máquina �naliza su ejeuión.

Pasemos ahora a onsiderar algunos ejemplos de máquinas de Turing:

Ejemplo 1.1. Sea MT =< Q,Σ, M, I > una máquina de Turing de�nida por:

Q = {q0, q1, q2, q3}, Σ = {0, 1} (reordamos que, por onvenión el símbolo vaío � perte-

nee al alfabeto), I = {i0, i1, i2, i3} donde:

i0: q0 � 0 R q1

i1: q1 � � R q2

i2: q2 � 1 R q3

i3: q3 � � R q0

Antes de omenzar la ejeuión de MT neesitamos de�nir la seuenia de símbolos

iniiales en la inta, el estado iniial en el ual se enuentra la máquina y la posiión iniial

de MT en diha inta. Iniialmente la inta se enuentra vaía y la máquina está en alguna

posiión de la inta (representada por la elda a la ual apunta el símbolo ↑); además, la

máquina se enuentra en su estado iniial q0. Al iniio tenemos:

estado atual: q0

. . . ↑ . . .

Comenemos la ejeuión: la máquina busa en su onjunto de instruiones una que

omiene por la situaión atual (q0, �) y enuentra la instruión �q0 � 0 R q1� (instruión

i0), entones, la máquina proede a ambiar � por 0, se mueve una posiión a la dereha y

pasa al estado q1. Después de ejeutar la primera instruión tenemos:

estado atual: q1

. . . 0 ↑ . . .

Ahora la máquina está en la situaión atual (q1, �); omo a esta situaión le orresponde

la instruión �q1 � � R q2� (instruión i1), entones la máquina se mueve a la dereha

y pasa al estado q2 (porque la instruión india que ambie � por � lo que se tradue en

no esribir nada). Ahora tenemos:

estado atual: q2

. . . 0 ↑ . . .
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Como la situaión atual (q2, �) orresponde la instruión �q2 � 1 R q3� (instruión

i2), entones la máquina ambia � por 1, se mueve a la dereha y pasa al estado q3. Ahora

tenemos:

estado atual: q3

. . . 0 1 ↑ . . .

Ahora, para la situaión atual (q3, �) orresponde la instruión �q3 � � R q0� (ins-

truión i3), la ual le india a la máquina que se mueva a la dereha y pase al estado q0,

es deir:

estado atual: q0

. . . 0 1 ↑ . . .

En este momento la máquina se enuentra de nuevo en la situaión atual (q0, �) y

neesariamente repite el ilo inde�nidamente.

La tabla 1.1 muestra el omportamiento de la máquina MT para la ejeuión de los

siete primeros �pasos�.

Paso EAa IEb

0 q0 . . . ↑ . . .

1 q1 i0 . . . 0 ↑ . . .

2 q2 i1 . . . 0 ↑ . . .

3 q3 i2 . . . 0 1 ↑ . . .

4 q0 i3 . . . 0 1 ↑ . . .

5 q1 i0 . . . 0 1 0 ↑ . . .

6 q2 i1 . . . 0 1 0 ↑ . . .

7 q3 i2 . . . 0 1 0 1 ↑ . . .
...

aEA: Estado Atual
bIE: Instruión Ejeutada

Cuadro 1.1: Tabla simulaión máquina MT .

Observaión. Nótese que partiularmente esta máquina no se detiene nuna. Además utiliza

la onvenión propuesta por Turing de �trabajar� en eldas interaladas, on el propósito

de utilizar los espaios entre las eldas oupadas para oloar �maras� temporales que

se neesiten durante la ejeuión. Pero señalemos que no todas las máquinas tienen estas

araterístias.

Ejemplo 1.2. A ontinuaión vamos a onstruir una MT que alula la suma de dos

números naturales representados en el ódigo �palitos".
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Uno de los aspetos que se debe tener en uenta en el diseño de una máquina de Turing

es la forma omo están representados en la inta los datos de entrada. Supongamos que

deseamos realizar la suma de 1 y 2.
Para odi�ar los números naturales N = {0, 1, 2, . . . } en el alfabeto de �palitos�, esta-

bleeremos la siguiente onvenión:

0 = /
1 = //
2 = ///
3 = ////
...

n = /n+1 = /// . . . /
︸ ︷︷ ︸

n+1 veces

Una representaión de la diversas representaiones que podríamos tener viene dada por

la tabla 1.2. En este aso los números que se van a sumar están separados por un espaio

en blano.

. . . / / / / / . . .

Cuadro 1.2: Representaión entrada de datos (1).

Otra representaión viene dada por la tabla 1.3. En este aso los números que se van a

sumar están separados por un signo '+'.

. . . / / + / / / . . .

Cuadro 1.3: Representaión entrada de datos (2).

Otra posible representaión viene dada por la tabla 1.4. En este aso los números que

se van sumar están separados por n espaios en blano.

/ / . . . / / / . . .

Cuadro 1.4: Representaión entrada de datos (3).

Seleionemos la primera representaión (tabla 1.2) para onstruir nuestra máquina

sumadora de palitos.

Otro de los aspetos que se debe onsiderar en el diseño de una MT , es la forma o

onvenión elegida para representar en la inta la respuesta generada por la máquina.

Es este aso, vamos a suponer que la salida de la máquina está dada por el número de

�palitos� en la inta. Entones para nuestro ejemplo de la suma de 1 + 2 la salida estará
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representada omo lo india la tabla 1.5.

. . . / / / . . .

Cuadro 1.5: Representaión salida de los datos.

Preisemos ahora algunos detalles onernientes a la máquina en uestión. Digamos

de entrada que nuestra máquina está de�nida por MT =< Q,Σ, M, I > donde, Q =
{q0, q1, q2, q3, q4, stop} (onjunto de estados internos de la máquina).

Antes de ontinuar, hablemos un poo aera de este estado �stop� en nuestra máquina.

En la onstruión de una gran parte de máquinas, se espera que éstas �nalien (a dife-

renia de nuestro primer ejemplo). Es neesario onoer si diha �nalizaión fue exitosa o

no, es deir, si la máquina �nalizó porque estaba programada para ello, o �nalizó porque

no enontró una instruión para la situaión atual en la que se enontraba. Para resolver

esta inertidumbre se aostumbra dotar a la máquina de un estado de parada exitosa, nor-

malmente llamado �stop�. el ual, uando es alanzado por la máquina, �naliza su ejeuión

(pues no existe ninguna instruión que ontemple a �stop� omo su primer omponente).

Ciertamente, para el diseñador de la máquina esta es una parada exitosa. Observe el letor

que el uso de esta onvenión no modi�a para nada lo diho hasta el momento. Hehas las

anteriores onsideraiones, ulminemos el diseño de nuestra máquina.

Iniialmente la inta ontiene dos números naturales representados en el ódigo �palitos�,

separados por un espaio en blano. La máquina se enuentra situada sobre el primer palito

de izquierda a dereha y el estado iniial es q0.

Σ = {|} (alfabeto de entrada-salida), I = {i0, i1, i2, i3, i4, i5, i6} (onjunto de instruiones),

donde:

i0: q0 | | R qo ;reorre el primer número hasta el espaio en blano

i1: qo � | R q1

i2: q1 | | R q1 ;reorre el segundo número hasta el espaio en blano

i3: q1 � � L q2

i4: q2 | � L q3

i5: q3 | � L q4

i6: q4 | � N stop; la máquina se detiene en el estado stop

1.3. Funiones Turing-Computables

Preisemos que, en este ontexto, el onjunto de los números naturales N está de�nido

por los números enteros no negativos, es deir N = {0, 1, 2, . . . }. Señalemos igualmente que

la teoría de la omputabilidad opera sobre funiones de la forma f : Nn → N, es deir,

funiones f(x1, x2, . . . , xn) = y (la funión f asigna a un n-tupla (x1, x2, . . . , xn) un únio

número natural y). Como un aso partiular se tienen las funiones de la forma f : N → N;
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esto es, funiones tales que f(x) = y (la funión f asigna a un número natural x un únio

número natural y). Estas funiones son denominadas funiones numério-teórias.

A lo largo de nuestra experienia omo estudiantes de matemátias, hemos enontrado

la idea de que una funión es una relaión que asoia a todos y ada uno de los elementos

de su dominio una y sólo una imagen. No obstante, es importante para nuestro trabajo en

la teoría de la omputabilidad, que hagamos una distinión en el onjunto de las funiones

numério-teórias, a saber, funiones totales y funiones pariales.

De�niión 1.1 (Funión total). Sea f(x1, . . . , xn) una funión n-ádia. Si f está de�nida

para toda (x1, . . . , xn) ∈ Nn, entones diremos que f es una funión total.

De�niión 1.2 (Funión parial). Sea f(x1, . . . , xn) una funión n-ádia. Si f no está

de�nida para al menos una (x1, . . . , xn) ∈ Nn, entones diremos que f es una funión

parial.

Para poder asoiar a una máquina de Turing MT una funión fM y así, poder hablar

de funiones Turing-omputables, es neesario ontar on una desripión ompleta de la

ejeuión de la máquina, es deir, neesitamos onoer la evoluión temporal de la máquina,

y para ello, neesitamos onoer los símbolos sobre la inta, la posiión atual sobre la inta,

la instruión que se ejeuta y los ambios efetuados por la ejeuión de diha instruión.

Las de�niiones que presentamos a ontinuaión, nos permitirán identi�ar los elementos

antes menionados.

De�niión 1.3 (Suesión). Sea MT =< Q,Σ, M, I > una máquina de Turing. Una su-

esión es una palabra �nita (posiblemente vaía) onstruida sobre el alfabeto formado por

Q ∪ Σ ∪ M .

Sea MT una máquina de Turing tal que: Q = {q1, q2, . . . qn}, Σ = {s0, s1, . . . , sm} y

M = {L, R, N}. Algunas posibles suesiones son: Λ (la palabra vaía), α ≡ q1q1LLs2s3,

β ≡ NNNs0, q1, γ ≡ s2s3LRq4.

Observe el letor que, según la de�niión anterior, el onjunto de instruiones I puede

ser de�nido omo un onjunto de suesiones on una araterístias partiulares, en uanto

al número de símbolos (longitud) en ada suesión y en uanto al dominio al ual deben

perteneer estos símbolos.

De�niión 1.4 (Desripión instantánea). Sea MT =< Q,Σ, M, I > una máquina de

Turing. Una desripión instantánea α de MT , es una suesión tal que:

1. Contiene exatamente un símbolo qi ∈ Q.

2. No ontiene ningún símbolo m ∈ M .

3. El símbolo qi en α no es el último símbolo de izquierda a dereha.

4. Todos los si que ourren en α perteneen a Σ.
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De�niión 1.5 (Suesión de la inta). Una suesión que onsta úniamente de símbolos

si ∈ Σ es llamada una suesión de la inta. Las suesiones de la inta se representarán por

los símbolos P y Q.

Las de�niiones de desripión instantánea y suesión de la inta, junto on las ins-

truiones de una máquina de Turing, nos permiten formalizar la evoluión temporal de la

misma. Para tal propósito presentamos las siguientes de�niiones.

De�niión 1.6 (Cambio desripión instantánea). Sea una máquina de Turing MT y

sean α, β desripiones instantáneas de MT . El paso de la desripión instantánea α a la

desripión instantánea β se representa por α
MT−−→ β, lo ual signi�a que alguna de las

siguientes ondiiones se satisfae:

1. Existen suesiones P y Q (suesiones de la inta, posiblemente vaías) tales que:

α ≡ P qi sj Q
β ≡ P qj sk Q
y MT ontiene una instruión ia : qi sj sk N qj

2. Existen suesiones P y Q (suesiones de la inta, posiblemente vaías) tales que:

α ≡ P qi sj sk Q
β ≡ P sl qj sk Q
y MT ontiene una instruión ia : qi sj sl R qj

3. Existen suesiones P y Q (suesiones de la inta, posiblemente vaías) tales que:

α ≡ P qi sj Q
β ≡ P sl qj s0 Q donde s0 = �

y MT ontiene una instruión ia : qi sj sl R qj

4. Existen suesiones P y Q (suesiones de la inta, posiblemente vaías) tales que:

α ≡ P sj qi sk Q
β ≡ P qj sj sl Q
y MT ontiene una instruión ia : qi sk sl L qj

5. Existen suesiones P y Q (suesiones de la inta, posiblemente vaías) tales que:

α ≡ P qi sj Q
β ≡ P qj s0 sl Q donde s0 = �

y MT ontiene una instruión ia : qi sj sl L qj

De�niión 1.7 (Desripión terminal). Sea MT un máquina de Turing. Una desripión

instantánea α es llamada una desriipión terminal, on respeto a MT , si no existe una

desripión instantánea β tal que: α
MT−−→ β.

De�niión 1.8 (Computaión de una máquina de Turing). Una omputaión de una má-

quina de Turing MT es una seuenia �nita de desripiones instantáneas α1, α2, . . . , αn,
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tal que: αi
MT−−→ αi+1, para 1 ≤ i < n − 1, y tal que, αn es una desripión terminal on

respeto a MT . En este aso esribimos: αn = ResMT (α1) y llamamos a αn el resultado

de α1 on respeto a MT .

Ejemplo 1.3. Para la máquina MT presentada en el ejemplo 1.2 (pág. 29), tenemos la

siguiente omputaión:

α1 ≡ q0||�|||
→ α2 ≡ |q0|�|||
→ α3 ≡ ||q0�|||
→ α4 ≡ |||q1|||
→ α5 ≡ ||||q1||
→ α6 ≡ |||||q1|
→ α7 ≡ ||||||q1�

→ α8 ≡ |||||q2|�
→ α9 ≡ ||||q3|��

→ α10 ≡ |||q4|���

→ α11 ≡ |||stop����.

Entones, α11 = ResMT (α1).

Una vez formalizada la evoluión temporal de una máquina de Turing y el resultado

de ejeutar diha máquina a partir de una desripión instantánea iniial, proedemos a

dotar del aráter funional el resultado obtenido en la ejeuión de la máquina. Para ello

utilizaremos una odi�aión similar a la presentada en el ejemplo 1.2 (pág. 29).

De�niión 1.9 (Codi�aión números naturales). Cada número n ∈ N se asoia on una

suesión
−→n (en la inta), donde:

−→n = |n+1 = ||| . . . |
︸ ︷︷ ︸

n+1 veces

.

De�niión 1.10 (Codi�aión n-tuplas de números naturales). Cada n-tupla de números

naturales (n1, n2, . . . nk) ∈ Nk se asoia una suesión (−−−−−−−−−→n1, n2, . . . , nk) (en la inta) donde:

(−−−−−−−−−→n1, n2, . . . , nk) = −→n1�
−→n2� . . .�−→nk = −→n1s0

−→n2s0 . . . s0
−→nk.

Por ejemplo, la terna (0, 1, 2) se asoia on la suesión en la inta:

(
−−−→
0, 1, 2) = |�||�|||

= |s0||s0|||.
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De�niión 1.11 (Números de | en una suesión). Sea γ una suesión. El número de | en
γ lo representamos por < γ >. Por ejemplo, < |�||�||| >= 6.

De�niión 1.12 (Funión asoiada a una máquina de Turing). Sea MT una máquina de

Turing. Por ada n ∈ N se asoia on la máquina MT una funión f
(n)
M (x1, x2, . . . , xn),

de�nida por:

Para ada n-tupla (m1, m2, . . .mn) se seleiona una desripión instantánea α1 ≡
q1(

−−−−−−−−−−−→m1, m2, . . . , mn) y se distinguen dos asos:

1. Existe una omputaión de MT , α1, α2, . . . , αp. En este aso, tenemos que:

f
(n)
M (m1, m2, . . . , mn) =< αp >

=< ResM (α1) > .

2. No existe una omputaión de MT , α1, α2, . . . , αp. En este aso, tenemos que

f
(n)
M (m1, m2, . . . , mn) no está de�nida.

De�niión 1.13 (Funión parial Turing-omputable). Sea f(x1, . . . , xn) una funión par-

ial. f(x1, , . . . , xn) es una funión parial Turing-omputable si y sólo si, existe una máquina

de Turing MT , tal que:

f(x1, . . . , xn) = f
(n)
M (x1, . . . , xn).

En tal aso se die que MT omputa a la funión f .

De�niión 1.14 (Funión total Turing-omputable). Sea f(x1, x2, . . . , xn) una funión to-

tal. f(x1, x2, . . . , xn) es una funión total Turing-omputable si y sólo si, existe una máquina

de Turing MT , tal que:

f(x1, x2, . . . , xn) = f
(n)
M (x1, x2, . . . , xn).

Se die, igualmente, que MT omputa a la funión f .

Ejemplo 1.4. La funión f(x) = 0, donde x ∈ N es una funión Turing-omputable. Para

omprobarlo es neesario onstruir una máquina de Turing MT , tal que: f(x) = f
(1)
MT (x).

Sea MT la máquina de Turing dada por:

i1 : q1|�Rq1

i2 : q1��Rstop

Así, para x = 2 omenzado en, α1 ≡ q1(
−→x ), tenemos la siguiente omputaión:
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α1 ≡ q1///

→ α2 ≡ �q1//

→ α3 ≡ ��q1/

→ α4 ≡ ���q1�

→ α5 ≡ ����q1�.

Entones,

f
(1)
MT (2) =< ResMT (α1) >

=< ResMT (q1///) >

=< α5 >

=< ����q1� >

= 0

= f(2).

La demostraión de que f(x) = f
(1)
MT (x) se presenta en el lema 2.2 (pág. 80).

Ejemplo 1.5. Mostrar que la funión f(x) = x + 1 es una funión Turing-omputable.

Construyamos una máquina de Turing MT tal que f(x) = f
(1)
MT (x). Sea MT la máquina

de Turing dada por: i1 : q1��Nq1

Así, para x = 5 y omenzado en, α1 ≡ q1(
−→x ), la omputaión estaría dada por:

α1 ≡ q1//////.

Es deir, la máquina no realiza ningún paso de omputaión, por lo tanto:

f
(1)
MT (5) =< ResMT (α1) >

=< ResMT (q1//////) >

=< α1 >

=< q1////// >

= 6

= f(x).

Una demostraión de que f(x) = f
(1)
MT (x) se presenta en el lema 2.3 (pág. 81).
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1.4. m-funiones

En la atualidad, el omportamiento de ualquier máquina de Turing se aostumbra

expresarlo en la notaión de instruiones. Cada instruión está onstituida por una quín-

tupla: qi sj sk m ql donde:

qi: estado atual

sj : símbolo que se lee

sk: símbolo que se esribe

m: movimiento que se realiza

ql: estado �nal

Aunque la notaión anterior fue propuesta por Turing en su artíulo fundaional sobre

las máquinas de Turing, las máquinas onstruidas por él en diho artíulo (en partiular

la máquina universal de Turing), no están desritas en la �notaión de instruiones�; por

el ontrario, están desritas en una notaión que permite simpli�ar onsiderablemente el

número de instruiones neesarias para desribir el omportamiento de una máquina; diha

notaión tiene omo elemento prinipal el onepto de m-funión.

Existen iertos tipos de tareas tales omo opiar una determinada seuenia de símbolos,

busar un determinado símbolo en la inta, imprimir una determinada adena de símbolos al

�nal de la inta, entre otras, que son de uso muy freuente en la onstruión de máquinas de

Turing de ierta omplejidad. La idea entones es ontruir una máquina de Turing géneria

para ada una de estas tareas, de tal forma que pueda ser invoada por otras máquinas

de Turing que neesiten realizar diha tarea. El onepto de m-funión orresponde a estas

máquinas de Turing génerias.

Presentamos a ontinuaión algunos elementos neesarios para poder formalizar (par-

ialmente) y ejempli�ar el uso de las m-funiones. Además, se indiarán los proedimientos

requeridos para expresar en la notaión de instruiones ualquier m-funión, lo ual nos

permitirá paladear la simpliidad-omplejidad ofreida por dihas m-funiones.

Como menionamos on anterioridad, la desripión de algunas de las máquinas pro-

puestas por Turing se realiza on base en las m-funiones y en una notaión no tradiional

(diferente a la notaión de instruiones). Esta notaión no tradiional se presenta por

medio de los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.6. Es freuente, en Alan Turing, el uso de una notaión espeial para esribir

o borrar un símbolo (tal omo lo indian las tablas 1.6 y 1.7).

Estado Iniial Símbolo Operaión Estado Final

B E B

Cuadro 1.6: Notaión no tradiional: eliminaión de un símbolo.
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Estado Iniial Símbolo Operaión Estado Final

B Pα B

Cuadro 1.7: Notaión no tradiional: esritura del símbolo α sobre la inta.

Ejemplo 1.7. Turing también utilizaba una notaión que permitía en la olumna de ope-

raiones varios símbolos (tal omo lo india la tabla 1.8).

Estado Iniial Símbolo Operaión Estado Final

B Ninguno P0, L B

Cuadro 1.8: Notaión no tradiional: varios símbolos en la olumna de operaiones (1).

En la notaión atual, la tabla 1.8 se podría esribir omo lo india la tabla 1.9.

Estado A-

tual

Símbolo Leer Símbolo

esribir

Movimiento Estado Si-

guiente

B � 0 L B

Cuadro 1.9: Esritura en la notaión atual para la tabla 1.8.

Ejemplo 1.8. Un ejemplo adiional del uso de varios símbolos en la olumna de operaiones

se india en la tabla 1.10.

En la notaión atual, la tabla 1.10 se podría esribir omo lo india la tabla 1.11.

Este ejemplo permite entrever la di�ultad que se presenta al traduir la notaión utili-

zada por Alan Turing a la notaión de instruiones. El doble movimiento indiado por la

operaión �R, R, P1�, para ser esrito en la notaión tradiional, exige onoer el onjunto

de símbolos que pueden estar sobre la inta. Este onjunto de símbolos se denota por el

símbolo `Cualquiera'.

Ejemplo 1.9. La notaión no tradiional permite esribir en una sola instruión el número

de operaiones que se desee (omo lo permite observar la tabla 1.12).

En este aso, a partir del estado B, sin importar sobre uál símbolo del alfabeto se

enuentre la máquina, ésta imprime el símbolo e, se mueve a la dereha, imprime de nuevo

el símbolo e, se mueve a la dereha, imprime el símbolo 0, se mueve dos asillas a la dereha,

imprime el símbolo 0, �nalmente se mueve dos asillas a la izquierda y pasa al estado C
(mirar ejeriio 1.7).

De�niión 1.15 (m-funión). Una m-funión es una máquina de Turing que permite el

uso de parámetros para los estados y los símbolos que la onforman.
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Estado Iniial Símbolo Operaión Estado Final

B 0 R, R, P1 B

Cuadro 1.10: Notaión no tradiional: Varios símbolos en la olumna de operaiones (2).

Estado A-

tual

Símbolo Leer Símbolo Es-

ribir

Movimiento Estado Si-

guiente

qi 0 0 R qi+1

qi+1 Cualquiera Cualquiera R qi+2

qi+2 Cualquiera 1 N qi

Cuadro 1.11: Esritura en la notaión atual para la tabla 1.10.

El uso de parámetros permite que la m-funión sea llamada por una máquina de Turing,

instaniando éstos de auerdo on sus neesidades espeí�as. El uso y la ombinaión de

estas máquinas de Turing parametrizadas o m-funiones simpli�a la onstruión de las

máquinas de Turing.

De�niión 1.16 (Expansión m-funión). El proeso de la traduión �nal de una m-

funión a la notaión de instruiones (instruiones de la forma: qi sj sk m ql), exige

onoer el valor de los parámetros on los uales es invoada, y además onoer el alfabeto

de la máquina de la ual la m-funión hae parte. Aunque esta traduión no es posible

de realizarla on base en la de�niión de la m-funión, sí es posible haer una traduión

parial a la �nomenlatura de instruiones� que failite el proeso de traduión �nal, una

vez se onoza la informaión (valor de los parámetros y alfabeto de la máquina) requerida

para ello; este proeso de traduión parial lo denominamos la expansión de la m-funión.

Los ejemplos 1.10 (pág. 39), 1.11 (pág. 40) y 1.12 (pág. 40) operan bajo la hipótesis de

que existe un símbolo e omo el símbolo más a la izquierda en la inta; además suponen

que los símbolos prinipales (denotados on si) están interalados on símbolos auxiliares

(denotados on mi), tal omo lo india la tabla 1.13.

Ejemplo 1.10. Dado que exista un símbolo e omo el símbolo más a la izquierda de la

inta, la m-funión F (S, B, α) busa el símbolo α; si lo enuentra, pasa al estado S, si no

lo enuentra, pasa al estado B. La m-funión F (S, B, α) está dada por la tabla 1.14.

Es freuente que una m-funión -en este aso la m-funión F (S, B, α)- esté ompuesta

por varias m-funiones: para este aso, F1(S, B, α) y F2(S, B, α). De las de�niiones de las

m-funiones F1(S, B, α) y F (S, B, α) se observa que la de�niión de F1(S, B, α) presenta-
da en la tabla 1.15, india el omportamiento para el símbolo `Ninguno'. Por el ontrario,
la de�niión para F (S, B, α) presentada en la tabla 1.16, no lo india. En este aso el om-

portamiento del símbolo `Ninguno' está implíito en el omportamiento para el �símbolo�
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EI S Operaión EF

B Pe, R, Pe, R, P0, R, R, P0, L, L C

Cuadro 1.12: Notaión no tradiional: múltiples operaiones.

. . . e si mi si si mi si si . . .

Cuadro 1.13: Estado de la inta para los ejemplos 1.10, 1.11 y 1.12.

`no e'. Señalemos además que la expansión de la m-funión F (S, B, α) se presenta en la

tabla 1.17.

Ejemplo 1.11. Dado que exista un símbolo e omo el símbolo más a la izquierda de la

inta, la m-funión PE(S, β) imprime el símbolo β al �nal de la seuenia de símbolos y

pasa al estado S. La m-funión PE(S, β) está dada por la tabla 1.18.

Para simpliar la expansión de la m-funión F (PE1(S, β), S, e) se supondrá que el

símbolo ′e′ está en la inta. Note el letor que la expansión de la m-funión PE(S, β) se

presenta en la tabla 1.19.

Ejemplo 1.12. Con base en que exista un símbolo e omo el símbolo más a la izquierda de

la inta, la m-funión PE2(S, α, β) imprime los símbolos α y β al �nal de la seuenia de

símbolos y entones pasa al estado S. Nótese además que la m-funión PE2(S, α, β) está

dada por la tabla 1.20 (mirar ejeriio 1.8).

1.5. Codi�aión de las Máquinas de Turing

1.5.1. Codi�aión de Turing

Para desarrollar la soluión al aso general del problema de la deisión, Turing utilizó

una enumeraión muy partiular de sus máquinas. Esta enumeraión tiene omo base un

meanismo de odi�aión de las mismas. Por otro lado, la odi�aión de las máquinas

es neesaria para de�nir un proedimiento que sea apaz de ejeutar ualquier máquina

de Turing (en la seión orrespondiente a la máquina de Turing universal desarrollaremos

esta idea).

Presentemos entones la odi�aión y la enumeraión de máquinas propuesta por Tu-

ring. De auerdo on la de�niión formal de una máquina de Turing tenemos el siguiente

�esquema� para una instruión: qi sj sk m ql; donde i, j, k, l ≥ 0 y m ∈ M = {L, R, N}.
Con base en esta representaión, reemplazamos ada instruión de auerdo on la siguiente

odi�aión:

qi: Se reemplaza por una D seguida de A repetida i vees
sj : Se reemplaza por una D seguida de C repetida j vees
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Estado Iniial Símbolo Operaión Estado Final

F (S, B, α) e L F1(S, B, α)

No e L F (S, B, α)

F1(S, B, α) α S

No α R F1(S, B, α)

Ninguno R F2(S, B, α)

F2(S, B, α) α S

No α R F1(S, B, α)

Ninguno R B

Cuadro 1.14: m-funión F (S, B, α).

Estado Iniial Símbolo Operaión Estado Final

F1(S, B, α) α B

No α R F1(S, B, α)

Ninguno R F2(S, B, α)

Cuadro 1.15: m-funión F1(S, B, α).

Ato seguido, todas las instruiones de la máquina se reesriben utilizando este ódigo

y se separan por un punto y oma (; ).

De�niión 1.17 (Desripión estándar). Cuando desribimos el onjunto de instruiones

de nuestra máquina utilizando este sistema de odi�aión, deimos que la máquina está

representada en su desripión estándar. Las instruiones de la desripión estándar estarán

onstruidas on símbolos del alfabeto Σ = {A, C, D, R, L, N, ; }.
De forma similar, asoiamos a ada símbolo del alfabeto Σ un número natural mediante

la siguiente funión f : Σ → N; donde:

f(s) =







1 si s = A,

2 si s = C,

3 si s = D,

4 si s = L,

5 si s = R,

6 si s = N,

7 si s =; .

Luego reemplazamos ada símbolo de la desripión estándar de una máquina de Turing

por el valor numério que tiene asoiado.
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Estado Iniial Símbolo Operaión Estado Final

F (S, B, α) e L F1(S, B, α)

No e L F (S, B, α)

Cuadro 1.16: m-funión F (S, B, α).

EAa SLb SE Md ESe Expliaión

qi e e L qi+1 Expansión m-funión F (S, B, α)

qi No e No e L qi

qi � � L qi

qi+1 α α N S Expansión m-funión F1(S, B, α)

qi+1 No α No α R qi+1

qi+1 � � R qi+2

qi+2 α α N S Expansión m-funión F2(S, B, α)

qi+2 No α No α R qi+1

qi+2 � � R B

aEA: Estado Atual
bSL: Símbolo Leer
SE: ímbolo Esribir
dM: Movimiento
eES: Estado Siguiente

Cuadro 1.17: Expansión m-funión F (S, B, α).

De�niión 1.18 (Número de desripión). El número así obtenido es denominado el nú-

mero de desripión de la máquina odi�ada.

Ejemplo 1.13. Hallemos la desripión estándar y el número de desripión para la má-

quina MT :

i1: q0 � / R q1

i2: q1 / / R q1

i3: q1 � � L q2

i4: q2 / � N stop
Renombremos los símbolos utilizados por la MT así: � por s0, y / por s1. Además

renombremos el estado stop on el símbolo q3. Ahora podemos esribir de nuevo las ins-

truiones y obtener la desripión estándar de ada una de ellas omo lo india la tabla 1.21.

Realizado este proeso de odi�aión, tendríamos la siguiente desripión estándar para

la máquina MT :

DDDCRDA; DADCDCRDA; DADDLDAA; DAADCDNDAAA;
y su número de desripión sería, entones:

333253173132325317313343117311323631117.
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Estado Iniial Símbolo Operaión Estado Final

PE(S, β) F (PE1(S, β), S, e)

PE1(S, β) Cualquiera R, R PE1(S, β)

PE1(S, β) Ninguno Pβ S

Cuadro 1.18: m-funión PE(S, β).

EA SL SE M ES Expliaión

qi e e N qi+1 Expansión m-funión PE(S, β)

qi No e No e L qi

qi � � L qi

qi+1 Ca C R qi+2

qi+1 � β N S

qi+2 C C R qi+1

qi+2 � � R qi+1

aC: Cualquiera

Cuadro 1.19: Expansión m-funión PE(S, β).

Podemos observar que para ada máquina de Turing existe un número natural que la

representa, mas no todo número natural representa una máquina de Turing. Además, de

auerdo on la enumeraión anterior, es posible demostrar que el onjunto de las máquinas

de Turing es enumerable (y en partiular in�nito), y naturalmente lo es el onjunto de

los algoritmos que se pueden onstruir sobre algún lenguaje. Esto debe ser así, si somos

onsistentes on la idea de que ualquier algoritmo puede ser representado por una máquina

de Turing.

1.5.2. Codi�aión de Gödel

Existen otros proedimientos de odi�aión para las máquinas de Turing diferentes al

propuesto por Turing. Presentamos entones, uno de estos proedemientos, basado en los

números de Gödel.

Para la demostraión de su famoso teorema de inompletitud de la aritmétia, Kurt

Gödel, utilizó la idea hoy onoida omo odi�aión numéria o ódigos de números. La

potenia de esta ténia produjo su estandarizaión en el ampo de la lógia matemátia y

teorías a�nes. En otros términos, Gödel se sirvió de una odi�aión numéria de las adenas

o palabras del lenguaje de la aritmétia. Es deir, mediante una previa ordenaión de los

símbolos del alfabeto, logró generar una ténia para odi�ar éste y en general, ualquier

lenguaje uyo alfabeto sea enumerable. Gödel nos mostró, en detalle, ómo odi�ar las

reglas de inferenia de un sistema formal, así omo el onjunto de sus axiomas y teoremas.
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Estado Iniial Símbolo Operaión Estado Final

PE2(S, α, β) PE(PE(S, β), α)

Cuadro 1.20: m-funión PE2(S, α, β).

Instruión Instruión Instruión

original renombrada odi�ada

i1 q0 � / R q1 q0 s0 s1 R q1 DDDCRDA

i2 q1 / / R q1 q1 s1 s1 R q1 DADCDCRDA

i3 q1 � � L q2 q1 s0 s0 L q2 DADDLDAA

i4 q2 / � N stop q2 s1 s0 N q3 DAADCDNDAAA

Cuadro 1.21: Desripión estándar de instruiones.

El objetivo de la presente seión se limitará a presentar, no lo que Gödel hizo, sino lo

esenial de su ténia de odi�aión y su apliaión a las máquinas de Turing.

De�niión 1.19 (Codi�aión de Gödel). Supongamos que Σ = {b1, b2, . . . } es un alfabeto

enumerable y sean Σ∗ y Σn los onjuntos de palabras y n-tuplas onstruibles sobre el

alfabeto Σ. Llamaremos odi�aión de Gödel, del onjunto Σn, a toda funión inyetiva

f : Σn → N. Igualmente, la funión f : Σ∗ → N la llamaremos la odi�aión de Gödel para

Σ∗.

El proedimiento o ténia de odi�aión (o aritmetizaión) de Gödel está sustentado

en el teorema fundamental de la aritmétia. Este proedimiento lo podemos dividir en dos

partes, a saber:

Primeramente, de�nimos una funión, digamos NG, sobre el onjunto Σ (el alfabeto);

posteriormente, de�nimos una extensión de esta funión (o del proeso), apoyándonos en

el teorema fundamental de la aritmétia. Así, para el aso del alfabeto Σ = {b1, b2, . . . },
tenemos

1. NG(bi) = i.

2. Si α ∈ Σ∗ y α ≡ s1s2 . . . sk, sea Pn(k) la funión que alula el k-ésimo primo,

entones

NG(α) = Pn(1)NG(s1) · Pn(2)NG(s2) . . . Pn(k)NG(sk)

=
k∏

i=1

Pn(i)NG(si)
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La funión NG, transforma la palabra α ∈ Σ∗ en un número natural NG(α). Este
número se onoe omo el número de Gödel para α, según la enumeraión o odi�aión

NG.

Ejemplo 1.14.

1. Consideremos el alfabeto Σ uyos elementos son los símbolos de la siguiente lista:

+, ·, (, ), =, 0, 1, . . . , 9, a, b, x1, x2, . . . , xi, . . .

2. De�nimos la funión NG, que odi�a los símbolos de Σ, omo sigue:

NG(s) =







1 si s = +

2 si s = ·
3 si s = (

4 si s =)

5 si s ==

6 si s = 0

7 si s = 1
...

15 si s = 9

16 si s = a

17 si s = b

18 si s = x1

...

3. ¾Cuál es el ódigo o número de Gödel de la expresión α?

α ≡ s1s2s3s4s5s6

≡ 2 · 5 = 10.

De auerdo on esta odi�aión o enumeraión la expresión α tendría el siguiente

número de Gödel:
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NG(2 · 5 = 10) =
k∏

i=6

Pn(i)NG(si)

= 2NG(2) · 3NG(·) · 5NG(5) · 7NG(=) · 11NG(1) · 13NG(0)

= 28 · 32 · 511 · 75 · 117 · 136

= 177849083895509989462500000000.

Como la funión NG es inyetiva, podemos garantizar la uniidad del ódigo y la exis-

tenia de ódigos diferentes para palabras diferentes de Σ∗. Igualmente, podemos saber si

dado un n ∈ N existe una palabra de Σ∗ odi�ada por diho número. Y en aso de que

exista, podemos determinar tal palabra; para lograrlo es su�iente hallar la fatorizaión

prima de n en N.

Ejemplo 1.15. Para la funión de odi�aión presentada en el ejemplo 1.14 (pág. 45),

¾Existe una palabra de Σ∗, uyo ódigo sea n = 2250?
Soluión:

1. Fatorizamos a n, esto es, n = 21 · 32 · 53.

2. Hallamos, si existen, s1, s2, s3 ∈ Σ, tales que NG(s1) = 1; NG(s2) = 2 y NG(s3) = 3.
Luego s1 = +, s2 = · y s3 = (

3. Luego, α ≡ + · (
De�niión 1.20 (Codi�aión de Gödel: instruión). El alfabeto Σ para una instruión

de una máquina de Turing está dado por:

Σ = {R, L, N, s0, . . . sm, q0, . . . , qn}.
De�nimos la funión NG que odi�a los símbolos de Σ por:

NG(a) =







3 si a = R,

5 si a = L,

7 si a = N,

9 si a = s0,

11 si a = q0,

13 si a = s1,

15 si a = q1,
...

4i + 9 si s = si,

4i + 11 si s = qi.
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El esquema para un instruión de una máquina de Turing es: qi sj sk m ql, donde

i, j, k, l ≥ 0 y m ∈ M = {L, R, N}. Si de�nimos los símbolos a1, a2, a3, a4, a5 por: a1 = qi,

a2 = sj , a3 = sk, a4 = m y a5 = ql, entones de auerdo on la odi�aión anterior para

el alfabeto Σ, el número de Gödel asoiado on una instruión, está dado por:

NG(i) =

5∏

k=1

Pn(k)NG(ak).

Ejemplo 1.16. Sean las instruiones:

i1: q0 s0 s1 R q1

i2: q1 s1 s1 R q1.

Su número de Gödel está dado por:

NG(i1) =

5∏

k=1

Pn(k)NG(ak)

= 2NG(q0) · 3NG(s0) · 5NG(s1) · 7NG(R) · 11NG(q1)

= 211 · 39 · 513 · 73 · 1115

= 70504315178706581777797500000000000.

NG(i2) =
5∏

k=1

Pn(k)NG(ak)

= 2NG(q1) · 3NG(s1) · 5NG(s1) · 7NG(R) · 11NG(q1)

= 215 · 313 · 513 · 73 · 1115

= 91373592471603729984025560000000000000.

De�niión 1.21 (Codi�aión de Gödel: máquina de Turing). Sea MT una máquina de

Turing ompuesta por un onjunto de instruiones {i1, i2, . . . , in}. El número de Gödel

para MT está dado por:

NG(MT ) =
n∏

k=1

Pn(k)NG(ik).

Ejemplo 1.17. Sea MT una máquina de Turing ompuesta por las instruiones:

i1: q0 s0 s1 R q1

i2: q1 s1 s1 R q1.

El número de Gödel de la máquina de Turign MT , está dado por:
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NG(MT ) =
2∏

k=1

Pn(k)NG(ik)

= 2NG(i1) × 3NG(i2)

= 2211·39·513·73·1115 × 3215·313·513·73·1115

= 270504315178706581777797500000000000×
391373592471603729984025560000000000000.

1.6. Máquina Universal de Turing

Alan Mathison Turing no sólo de�nió formalmente el onepto de algoritmo por medio de

sus máquinas de Turing, sino que además (en el mismo artíulo donde desribió la noión

de máquina de Turing), onstruyó el modelo teório de nuestros omputadores atuales

por medio de una máquina abstrata onoida en nuestros días omo máquina universal

de Turing. Posteriormente a estos trabajos, Turing dirigió su interés haia el área de la

Inteligenia Arti�ial. En esta área se destaa su test para veri�ar si un omputador goza

de la propiedad de �inteligenia�, test hoy onoido omo la veri�aión de Turing.

La máquina universal de Turing es una máquina de Turing muy partiular. Esta máquina

reibe omo entrada una máquina de Turing y una seuenia de datos iniiales; así, la

máquina universal de Turing realiza la ejeuión de la máquina de Turing (dada omo

entrada) on la seuenia de datos iniiales. Expresaremos, en notaión funional, esta

noión omo sigue: sean U , la máquina universal de Turing, MT una máquina de Turing, α
una seuenia de datos iniiales y β una seuenia de datos de salida, entones: U(MT , α) =
β, si y sólo si MT (α) = β.

En el lenguaje informátio lo expresamos por: un omputador (máquina universal de

Turing) ejeuta un algoritmo (máquina de Turing) on unos datos de entrada (seuenia de

datos iniiales) y genera unos datos de salida (seuenia de datos salida).

Como menionamos anteriormente, la máquina universal de Turing es una máquina de

Turing muy partiular: antes de omenzar su ejeuión, los datos de entrada (máquina de

Turing, seuenia de datos iniiales) deben estar en la inta. La máquina de Turing atúa

omo �primer� dato de entrada, y debe estar expresada en su desripión estándar; a su

dereha se esribe la seuenia de datos iniiales, omo lo india la tabla 1.22.

. . . Desripión estándar de una MT seuenia datos iniiales . . .

Cuadro 1.22: Entrada para la máquina universal de Turing.
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La máquina universal de Turing está ompuesta por un onjunto de instruiones que

�saben� ómo �ejeutar� la máquina de Turing (expresada en su desripión estándar) on

la seuenia de datos iniiales. La desripión exata del omportamiento de la máqui-

na universal de Turing es bastante ompleja (por ello remitimos al letor interesado a la

bibliografía).

En resumen podemos sintetizar lo diho omo sigue: la máquina universal de Turing

debe �apturar� la situaión atual (estado atual, símbolo atual) de la máquina de Turing.

Entones, debe ir a busar una instruión para esta situaión atual (en la seión de la

desripión estándar de la máquina); si la enuentra, debe realizar lo que esta instruión

india (en la seión de la seuenia de datos iniiales), almaenando uál era la posiión

de la máquina (que está ejeutando) sobre los mismos; luego va de nuevo y busa una

instruión para la nueva situaión atual y así ontinúa su proeso hasta que la máquina

de Turing se detenga (si éste fuese el aso).

1.7. El Problema de la Parada

Antes de realizar la presentaión formal del problema de la parada, onsideremos las

siguientes de�niiones y �propiedades� fundamentales para nuestro trabajo.

1. Una funión f(x) es efetivamente alulable si y sólo si existe un algoritmo que la

alula.

2. Dado el heho de que los algoritmos se presentan omo onstrutos de un lenguaje en

partiular, podemos pensar en una ordenaión de los mismos. Primero, tendríamos

los algoritmos de longitud uno (si existen), luego los algoritmos de longitud dos, y, así

suesivamente. Para los algoritmos de longitud n, podemos realizar un ordenamiento

lexiográ�o, ordenamiento on el ual obtendríamos �nalmente una enumeraión de

todos los algoritmos. Denotemos esta enumeraión por: A1, A2, . . . , AN , . . . .

3. Sea fi(x), la funión efetivamente alulable, alulada por el algoritmo Ai.

4. De�namos una nueva funión g(x) = fx(x) + 1, para toda x. Podemos observar que

g(x) es una funión efetivamente alulable, dado que se obtiene sumando uno al

algoritmo usado para alular la funión fx(x). Este proedimiento es algorítmio.

5. Dado que g(x) es una funión efetivamente alulable, debe existir una funión fi(x)
tal que, fi(x) = g(x). Es deir, debe existir un algoritmo Ei que alula la funión

g(x).

6.

Teorema 1.1. No existe fi(x) tal que, fi(x) = g(x). Es deir, g(x) es una funión

que no es efetivamente alulable.
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Demostraión.

a) g(x) = fx(x) + 1 para todo x.

b) Sea fi(x) = g(x) = fx(x) + 1 para todo x.

) Para x = i tenemos fi(i) = g(i) = fi(i) + 1, lo ual es una ontradiión.

d) Por lo tanto, no existe fi(x), tal que fi(x) = g(x).

Por una parte, las propiedades y razonamientos impliados en los numerales 1 a 5 nos

indian que g(x) es una funión efetivamente alulable, pero el numeral (6) nos india que

g(x) no es una funión efetivamente alulable. ¾Cuál de los razonamientos es inorreto?

El razonamiento inorreto es el realizado en los numerales 1 a 5. En partiular el

numeral 2 supone la existenia del ordenamiento de los posibles algoritmos. Dado varios

algoritmos de longitud n, no vemos inonveniente en realizar un orden lexiográ�o sobre

ellos. Entones, ¾uál es el error en este punto? El error onsiste en suponer que ontamos

on un riterio de deidibilidad para los algoritmos, es deir, que dada una seuenia de

palabras, se pueda identi�ar si éstas forman o no un algoritmo. La noión intuitiva de

algoritmo nos exige la ejeuión de un número �nito de instruiones en un tiempo �nito.

Con respeto al número �nito de instruiones, no existe inonveniente en su deteión. El

problema onsiste en que no ontamos on un proedimiento efetivo que nos permita deidir

si un onjunto de instruiones �nitas se detendrá o no a partir de una seuenia de datos

iniiales y, al no ontar on este proedimiento efetivo, entones no podemos identi�ar el

onjunto de instruiones omo un algoritmo (se detiene) o omo un no algoritmo (no se

detiene). Este problema de determinar si un onjunto de instruiones se detiene o no, es

onoido omo el problema de la parada.

El problema de la deisión, en su aso general, fue replanteado por Turing en los si-

guientes términos: ¾Es posible onstruir una máquina de Turing apaz de responder si una

máquina de Turing se detendrá o no para una seuenia de datos iniiales determinada?

Expresado en otros términos:

Sean, MT una máquina de Turing y α una seuenia de datos iniiales. Existe una

máquina de Turing P, tal que:

P(MT , α) =

{

1 si MT se detiene on α,

0 si MT no se detiene on α.

Esta formulaión (de Turing) se onoe omo el problema de la parada.

El letor observará que para iertas máquinas de Turing y para iertas seuenias de

datos iniiales es posible determinar si la máquina se detendrá o no. Por ejemplo, para la

máquina MT onstruida en el ejemplo 1.1 (pág. 28) y la seuenia de datos iniiales vaía,

la máquina no se detiene. Por el ontrario, la máquina MT onstruida en el ejemplo 1.2
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(pág. 29)y para una seuenia de datos iniiales onstituida por dos números naturales,

expresados en el ódigo de �palitos�, sí se detiene. Pero estas, son soluiones al problema

de la parada para un aso partiular, y nos interesa la soluión al problema de la parada

para su aso general, es deir: ¾es posible onstruir una máquina de Turing P que resuelva

el problema de la parada, para ualquier máquina de Turing y para ualquier seuenia de

datos iniiales?

Teorema 1.2. Si MT es una máquina de Turing y α es una seuenia de datos iniiales,

entones no existe una máquina de Turing P, tal que:

P(MT , α) =

{

1 si MT se detiene on α,

0 si MT no se detiene on α.

Demostraión. La demostraión proederá por redution ad absurdum. Supongamos que

existe P, entones podemos de�nir una nueva máquina de Turing H por:

H(α) =

{

1 si P(MT α, α) = 0,

no se detiene si P(MT α, α) = 1.

Como H es una máquina de Turing le orresponde un número de desripión; denomi-

nemos este número MT β, e invoquemos a H on el parámetro β.
Entones, H(β) = 1 si P(MT β, β) = 0. De auerdo on la de�niión de P,

P(MT β , β) = 0, lo ual signi�a que la máquina MT β on la entrada β no de detiene.

Pero la máquina MT β es la máquina H y estamos a�rmando que H(β) = MT β(β) = 1,
es deir, que la máquina MT β on la entrada β se detiene, y esto es una ontradiión. Un

razonamiento similar puede ser onstruido para, H(β) = 0 no se detiene. Podemos entones

onluir que no existe la máquina P(MT , α).

El teorema anterior expresado en términos del problema de la deisión nos permite

a�rmar el problema de la deisión; el aso general, no tiene soluión.

El problema de la parada no es el únio problema que no puede ser resuelto por una

máquina de Turing. Como un ejemplo adiional presentamos el problema onoido omo el

problema del astor afanoso (the busy beaver problem).

Ejemplo 1.18. Sea Σ(n) el número máximo de �unos� que puede esribir una máquina de

Turing on n estados antes de detenerse (sin ontar on el estado donde se detiene), omen-

zando on la inta en blano, on un alfabeto dado por {|} y en la ual sólo se permiten

dos movimientos, a izquierda o a dereha. Por otra parte, la funión S(n) representa el nú-

mero máximo de movimientos realizados por una máquina de Turing on las araterístias

anteriores.

Hallar el valor de la funión Σ(n) es onoido omo el problema del astor afanoso. La

funión Σ(n) y la funión S(n) fueron sugeridas por Tibor Rado en 1962. La tabla 1.23

muestra los valores onoidos para las funiones Σ(n) y S(n).
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n Σ(n) S(n)

1 1 1

2 4 6

3 6 21

4 13 107

5 ≥ 4,098 ≥ 47,176,870

6 ≥ 95,524,079 ≥ 8,690,333,381,690,951

Cuadro 1.23: Σ(n) y S(n) para 1 ≤ n ≤ 6.

A manera de ejemplo, la máquina de Turing que alula Σ(3) está dada por las siguientes
instruiones:

i1: q1 � | R q2

i2: q1 | | L q3

i3: q2 � | L q1

i4: q2 | | R q2

i5: q3 � | L q2

i6: q3 | | R stop

El número de máquinas de Turing de n estados on las araterístias desritas para el

problema del astor afanoso es (4(n+1))2n, dado que para ada estado de no parada hay dos

posibles transiiones; entones hay 2n transiiones y ada transiión tiene: 2 posibilidades

de esribir un símbolo (�, |), dos posibilidades de movimiento (L, R) y (n + 1) posibles

estados para ir (ontando el estado de parada).

Soluionar el problema del astor afanoso para un n en partiular es muy difíil por dos

razones: la primera es que el espaio de búsqueda es muy extenso ((4(n + 1))2n máquinas)

y la segunda, algunas de estas máquinas pueden no parar y detetar esto puede ser muy

difíil.

Para el aso general, el problema del astor afanoso en imposible de soluionar tal omo

lo india el siguiente teorema.

Teorema 1.3. La funión Σ(n) no es Turing-omputable.

Demostraión. La idea de la demostraión es demostrar que si f(x) es una funión Turing-

omputable, existe x0 tal que Σ(x) > f(x) para x ≥ x0.

1. Sea f(x) una funión Turing-omputable.

2. g(x) =
∑

0≤i≤x(f(i) + i2) es una funión Turing-omputable.

3. Sea Mg una máquina de Turing de n estados que alula la funión g. Supongamos

que Mg omienza on un bloque de x unos y �naliza on un bloque de g(x) unos,

separados al menos por una elda del bloque iniial.
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4. Sea M una máquina que realiza tres osas: (a) Iniialmente esribe x unos a partir

de una inta en blano, lo ual puede haerse on x estados; (b) Ejeuta la máquina

Mg; por lo tanto en la inta hay un bloque de x unos y un bloque de g(x) unos, lo

ual puede haerse on x + n estados, () Ejeuta de nuevo la máquina Mg, por lo

tanto en la inta hay un bloque de x unos, un bloque de g(x) unos y un bloque de

g(g(x)) unos, lo ual puede haerse on x + 2n estados.

5. Σ(x + 2n) ≥ x + g(x) + g(g(x)). Porque la máquina que alula Σ(x) debe esribir

por lo menos tantos unos omo la máquina M.

6. Existe c1 tal que x2 > x + 2n, para todo x ≥ c1 y de la de�niión de g(x) tenemos

que g(x) ≥ x2, luego g(x) > x + 2n, para todo x ≥ c1.

7. De la de�niión de g(x) tenemos que g(x) > g(y) si x > y, luego g(g(x)) > g(x+2n),
para todo x ≥ c1.

8. Luego, Σ(x + 2n) ≥ x + g(x) + g(g(x)) > g(g(x) > g(x + 2n) > f(x + 2n), para todo

x ≥ c1.

9. Dado que la funión f(x) es arbitraria y la funión Σ(x) eventualmente es mayor que

la funión f(x), se sigue que la funión Σ(x) no es Turing-omputable.

Como onseuenia del teorema anterior, se sigue que la funión S(n) no es Turing-

omputable.

Teorema 1.4. La funión S(n) no es Turing-omputable.

Demostraión.

1. SeaMΣ una máquina de Turing de n estados que esribe Σ(n) unos antes de detenerse.

2. La máquina MΣ debe realizar por lo menos Σ(n) movimientos.

3. Entones S(n) ≥ Σ(n).

4. Como Σ(n) es eventualmente más grande que ualquier funión Turing-omputable,

entones S(n) también lo es.

5. Luego, S(n) no es una funión Turing-omputable.
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1.8. Ejeriios

Ejeriio 1.1. Sea Σ = {a, b, c, d} un alfabeto y α una palabra de Σ∗ sobre la inta. Diseñe

una máquina de Turing, tal que:

1. Elimine la palabra α sobre la inta.

2. Elimine todos los símbolos a de la palabra α.

3. Elimine todos los símbolos a y el segundo símbolo b de la palabra α.

4. Elimine todos los símbolos a y el último símbolo b de la palabra α.

5. Invierta la palabra α.

Ejeriio 1.2. Dado un símbolo s ∈ Σ sobre la inta. Diseñe una máquina de Turing que

enuentre éste, sin importar en qué posiión iniial sobre la inta, omienza su ejeuión.

Ejeriio 1.3. Dos máquinas de Turing son equivalentes si para la misma entrada α sobre

la inta, se obtiene la misma salida β sobre la inta. Demuestre que para toda máquina de

Turing MT existe una máquina de Turing equivalente MT ′ que nuna visita las eldas a

la izquierda de la elda desde la ual omienza la máquina MT su ejeuión.

Ejeriio 1.4. Diseñe máquinas de Turing que realien las onversiones neesarias entre

los ódigos binario, deimal y �palitos�.

Ejeriio 1.5. Sean x1, x2 ∈ N, demuestre que la funión f(x1, x2) = x1+x2 es una funión

Turing-omputable.

Ejeriio 1.6. Diseñe una máquina de Turing MT tal que fMT = f , donde la funión f
está dada por:

1. f(x1, x2, x3) = x2.

2. f(x1, x2, x3, x4) = x4.

3. f(x) = 2x.

4. f(x, y) = max(x, y).

5. f(x, y) = min(x, y).

6. f(x, y) = mcd(x, y) (use el algoritmo de Eulides para el md).

7. f(x, y) = xy.

Ejeriio 1.7. Traduir la tabla 1.12 (pág. 40) a la �nomenlatura de instruiones�.
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Ejeriio 1.8. Realizar la expansión de la m-funión PE2(S, α, β) presentada en el ejem-

plo 1.12 (pág. 40).

Ejeriio 1.9. Construya las siguientes m-funiones:

1. L(S): Se desplaza una elda a la izquierda y pasa al estado S.

2. F ′(S, B, α): Similar a la m-funión F (S, B, α), pero antes de pasar al estado S se

desplaza a la izquierda.

3. CP (S, A, C, α, β, γ): A partir de un símbolo iniial a la izquierda γ, ompara las dos

primeras ourrenias de los símbolos α y β. Si alguno de los dos símbolos no está,

pasa al estado C; si los símbolos son diferentes, pasa al estado A y si los dos símbolos

son iguales, pasa al estado S.

Ejeriio 1.10. Deimos que una máquina de Turing aepta una palabra α si omenzando

on α sobre la inta, la máquina se detiene on la inta en blano. Construya una máquina

de Turing que aepte úniamente palabras de la forma 10, 1100, 111000, . . . , 1n0n, . . . ,
para n ≥ 1.

Ejeriio 1.11. Proponga una de�niión de una máquina de Turing que satisfaga las

siguientes ondiiones:

1. No determinístia.

2. Probabilístia.

3. Que opere sobre dos intas.

4. Que opere sobre n intas.

5. Que opere on dos abezas de letura-esritura.

6. Que opere on n abezas de letura-esritura.

7. 2-dimensional.

8. n-dimensional.

1.9. Notas Bibliográ�as

El artíulo fundaional sobre las máquinas de Turing es [38℄. Por su parte, [7, 16, 21, 26,

27, 29, 30, 33, 34, 36℄, entre otros, ofreen algunos elementos ontextuales para la noión de

máquina de Turing. La de�niión para las funiones Turing-omputables fue adaptada de

[7℄. La odi�aión de las máquinas de Turing y la de�niión de m-funión fueron adaptadas
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de [33℄, el ual a su vez es una adaptaión de [38℄. Con relaión a la máquina universal de

Turing, [29℄ presenta una onstruión alternativa a la propuesta por Turing y [32℄ ofree

algunos elementos para onstruir ésta, a partir de las m-funiones propuestas por Turing. La

situaión presentada omo antesala al problema de la parada fue tomada de [7℄. El problema

del astor afanoso, presentado en el ejemplo 1.18 (pág. 51) fue tomado de [31, 25℄.



Capítulo 2

Reursividad

En esta seión onsagraremos nuestros esfuerzos al desarrollo de una teoría intuitiva,

teoría que onstruiremos para una ierta lase de prediados y funiones de la teoría de

números. El onepto de funión reursiva primitiva, los oneptos de funión parial y

funión reursiva general o funión µ-reursiva, así omo las herramientas teórias que

presentaremos en esta seión, onstituyen, a bien deir, elementos de muha importania

tanto en la lógia omo en la informátia teória.

En los iniios de la déada de los treinta, en busa de la noión de proedimiento efetivo,

se introdue la teoría de las funiones reursivas. En ese entones se hae de la noión de

funión reursiva general un eje entral. En partiular Kurt Gödel utiliza una sublase

espeí�a de esta noión (las funiones primitivas reursivas) para odi�ar la teoría de

números; Gödel onstituye esta noión omo estrategia lave para la onstruión de la

demostraión de su teorema de inompletitud.

Anotemos iniialmente que para in�nitas funiones numério-teórias no es posible hallar

una expresión algebraia que de�na su regla de asoiaión. Es justamente este aspeto el

que le on�ere a la reursión toda su potenia métodia.

2.1. Funiones y Relaiones Numério-Teórias

De�niión 2.1 (Relaiones numério-teórias). Sea R(x1, x2, . . . , xn) una relaión n-ádia

tal que los argumentos o evaluaiones de x1, x2, . . . , xn sean números naturales. Tal relaión

la denominaremos relaión numério-teória, es deir, R es una relaión numério-teória,

si y sólo si, R ⊆ Nn; n ≥ 1.

Ejemplo 2.1. Las siguientes son relaiones numério-teórias:

a. R1 = {(x, y, z) | x2 − y = z; x, y, z ∈ N}.
b. R2 = {(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ N5 | x1 − x3 = 0 ∧ 2x4 = x5}.
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De�niión 2.2 (Funiones numério-teórias). Una funión numério-teória es una fun-

ión de�nida en Nn y evaluada en N, es deir, f es una funión númerio-teória, si y sólo si,

f : Nn → N. La lase de las funiones numério-teórias F , la de�nimos omo: F =
⋃

n<ω Fn,

donde:

F0 = {f | f : N → N},
F1 = {f | f : N

2 → N},
...

Fn = {f | f : N
n+1 → N},

...

Ejemplo 2.2. Las siguientes funiones, son funiones numério-teórias:

1. f : N3 → N, donde f(x, y, z) = 2x + y + z.

2. f : N4 → N, donde f(x1, x2, x3, x4) = (x4)
2 − x1.

2.2. Funiones Primitivas Reursivas

Nuestro objetivo en esta seión estará entrado en la onstruión de una sublase de

funiones numério-teórias que llamaremos funiones primitivas reursivas (FPR).

Antes de introduirnos en la teoría de la seión, es útil tener enuenta que para de�-

nir una funión o un prediado por reursión, proedemos mediante el siguiente esquema:

digamos que para ϕ,

ϕ(0) = h(x),

ϕ(n + 1) = g(n, ϕ(n)),

donde, g y h son funiones numério-teórias.

Siguiendo el proedimiento de de�niión por onstruión, veremos que las funiones que

deseamos reonoer omo primitivas reursivas, son justamente aquellas que onstrutiva-

mente generamos mediante el uso de esquemas de onstruión apliados, un número �nito

de vees, sobre un onjunto de funiones de base (o axiomas) que, de entrada, delaramos

omo FPR.

Para de�nir, onstrutivamente, el onjunto de las FPR emplearemos el siguiente pro-

edimiento.

1. De�nimos un onjunto de axiomas o ondiiones límite.

Las siguientes funiones, llamadas funiones de base, serán nuestras ondiiones límite.

Por ello las delaramos axiomátiamente omo FPR.
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a) z(x) = 0, la funión ero.

b) s(x) = x + 1, la funión suesor.

) In
k (x1, x2, . . . , xn) = xk, el esquema de funiones k-ésima proyeión.

2. Dotamos al sistema de dos esquemas de onstruión, on el propósito de onstruir

nuevas funiones a partir de funiones ya onstruidas. Los esquemas de onstruión

son:

a) Esquema de omposiión o de sustituión.

Este esquema lo de�nimos mediante la siguiente expresión:

f(x1, x2, . . . , xn) = g(h1(x1, x2, . . . , xn), . . . , hm(x1, x2, . . . , xn)),

donde, g: Nm → N y ada hi: Nn → N son funiones bien de�nidas.

Es deir, si la funión g(y1, . . . , ym) y ada funión hi(z1, . . . , zn) son FPR, en-

tones, la funión f(x1, x2, . . . , xn), de�nida por el esquema anterior, es una

FPR.

El valor de f , para una interpretaión de x1, x2, . . . , xn, se obtiene evaluando a

g en los valores obtenidos para las hi on la interpretaión de las xi.

Si una funión proviene de la apliaión del esquema de omposiión, deimos

que f está de�nida por omposiión de las funiones g y h1, h2, . . . hm.

b) Esquema de reurrenia primitiva.

Este esquema lo de�nimos mediante la siguiente expresión:

f(x1, x2, . . . , xn, 0) = g(x1, x2, . . . , xn),

f(x1, x2, . . . , xn, k + 1) = h(x1, x2, . . . , xn, k, f(x1, x2, . . . , xn, k)),

donde, g: Nn → N y h: Nn+2 → N son funiones bien onstruidas. Es deir, si las

funiones g(y1, . . . , yn) y h(z1, . . . , zn, zn+1, zn+2) son FPR, entones, la funión

f(x1, x2, . . . , xn, k), de�nida por el esquema anterior, es una FPR.

En este aso, diremos que f está de�nida o onstruida por reurrenia primitiva,

mediante las funiones g y h.

Si no existe ambigüedad respeto al ontexto de trabajo, simpli�aremos la no-

taión introduiendo el símbolo ~xn en lugar de la n-tupla x1, x2, . . . , xn; así, el

esquema de reurrenia primitiva, quedaría expresado por:

f(~xn, 0) = g(~xn),

f(~xn, k + 1) = h(~xn, k, f(~xn, k)).
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De�niión 2.3 (Funión primitiva reursiva (FPR)). Una funión f numério-teória se

die primitiva reursiva, si y sólo si f es una funión de base, o, f se puede obtener a partir

de las funiones de base mediante la apliaión de un número �nito de vees del esquema

de omposiión y/o del esquema de de�niión por reurrenia primitiva. Es deir, f es FPR

si y sólo si existe una suesión de funiones f1, f2, . . . , fn tales que:

1. fn = f .

2. Para ada i ≤ n, fi es una funión de base, o fi se obtiene de suesiones anteriores,

mediante apliaión �nita del esquema de omposiión y/o del esquema de de�nión

por reurrenia primitiva.

2.3. Construión de Funiones Reursivas Primitivas

En esta seión presentaremos una serie de funiones reursivas primitivas que ilustran

el proeso de onstruión de la teoría y que onstituyen, por asi, deirlo, las herramientas

básias de la teoría.

1. La siguientes funiones son FPR.

a) i(x) = x, ya que, i(x) = I1
1 (x).

b) fk(x) = k, ya que, fk(x) = S(S(S(. . . (Z(x)))))
︸ ︷︷ ︸

k vees

.

) f(x) = x + 2, ya que, f(x) = S(S(x)).

2. La adiión, +(x, y) = x + y
Si deseamos adiionarle al número x el número y, podemos pensarlo omo (. . . (((x +
0) + 1) + 1) + · · · + 1), lo que nos sugiere una onstruión por reursividad. Así:

+(x, 0) = x

+(x, n + 1) = +(+(x, n), 1) = (x + n) + 1.

Para llevarla al esquema de de�niión por reurrenia primitiva, lo expresamos por:

+(x, 0) = I1
1 (x),

+(x, y + 1) = S(I3
3 (x, y,+(x, y))),

la funión +, así de�nida, es FPR, puesto que queda de�nida por el esquema de

de�niión por reurrenia primitiva apliado sobre funiones primitivas reursivas.

3. Multipliaión y poteniaión

Si observamos los primeros y segundos miembros de las euaiones dadas a ontinua-

ión, podremos onstatar que las funiones son FPR, ya que están onstruidas por

reurrenia primitiva sobre funiones primitivas reursivas.
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a) ·(x, y) = x · y

·(x, 0) = Z(x),

·(x, y + 1) = h(x, y, ·(x, y)),

donde, h(x, y, z) = +(I3
3 (x, y, z), I3

1 (x, y, z)). Luego ·(x, y) = x · y es una FPR.

b) g(x, y) = xy

g(x, 0) = x0 = S(Z(x)),

g(x, y + 1) = xy+1 = xy · x = h(x, y, g(x, y)),

donde, h(x, y, z) = ·(I3
3 (x, y, z), I3

1 (x, y, z)). Luego g(x, y) = xy es una FPR.

Observaión. De auerdo on esta de�niión 00 = 1.

4. Funión fatorial, f(x) = x!

f(0) = 0! = 1 = S(0),

f(n + 1) = (n + 1)!

= n!(n + 1)

= ·(n + 1, f(n))

= ·(S(n), f(n)).

Entones, f(x) = x! es FPR. Hemos obviado expresar a f(n+1) mediante una funión

de tres variables, en aras de la simpli�aión.

5. Funión permutaión de variables

Sea f(x1, x2, . . . , xn) = g(xG(1), xG(2), . . . , xG(n)), entones, si g es reursiva primitiva

f también es FPR.

Sea f(x1, x2, . . . , xn) = g(In
G(1), I

n
G(2), . . . , I

n
G(n)).

Si por ejemplo,

G =

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)

,

entones f(x1, x2, . . . , xn) = g(x3, x1, , x2, x4).

6. Funión predeesor: Pr
La funión predeesor asoia on ada número natural su predeesor, salvo on ero

al que le asoia ero. De�nimos la funión Pr, por reurrenia primitiva, omo sigue:

Pr(0) = Z(x),

P r(n + 1) = I2
1 (n, Pr(n)).
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7. Funiones diferenia trunada y diferenia absoluta

a) La funión diferenia trunada

−· (x, y) =

{

x − y sii x ≥ y,

0 sii x < y.

Podemos expresar esta funión mediante el esquema de de�niión por reurrenia

primitiva sobre FPR, así

−· (x, 0) = I1
1 (x) = x,

−· (x, n + 1) = Pr(I3
3 (x, n,−· (x, n)).

Por ejemplo alulemos, −· (4, 2) = 2.

−· (4, 2) = −· (4, 1 + 1)

= Pr(I3
3 (4, 1,−· (4, 1)))

= Pr(−· (4, 1))

= Pr(Pr(I3
3 (4, 0,−· (4, 0))))

= Pr(Pr(−· (4, 0)))

= Pr(Pr(4))

= Pr(3)

= 2.

b) La funión diferenia absoluta

| x − y |=
{

x−· y si x ≥ y,

y−· x si y ≥ x.

Observemos que | x − y |, es FPR ya que | x − y |= +(−· (x, y),−· (y, x)).

8. La funión ero test sg y su omplementaria, la funión ero test inversa sg
La funión ero test está de�nida por:

sg(x) =

{

1 si x = 0,

0 si x 6= 0.

La funión sg es reursiva primitiva ya que

sg(0) = S(0),

sg(n + 1) = Z(I2
1 (n, sg(n))).
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Así� sg(0) = 1, sg(1) = Z(0) = 0, sg(2) = Z(1) = 0.

La funión ero test inversa sg está de�nida por:

sg(x) =

{

1 si x 6= 0,

0 si x = 0.

La funión sg es FPR, porque:

sg(x) = 1−· sg(x)

= f1 −· sg(x)

= S(Z(x))−· sg(x).

9. La funión paridad: P
La funión paridad está de�nida por

P (x) =

{

1 si x es par,

0 si x es impar.

La funión P (x) es FPR porque:

P (0) = 1 = f1(x),

P (n + 1) = sg(I2
2 (n, P (n))).

2.4. Prediados Primitivos Reursivos

De�niión 2.4 (Prediado primitivo reursivo). Un prediado P (~x) se die primitivo reur-

sivo (PPR), si y sólo si la funión araterístia de P (~x) es primitiva reursiva. La funión

CP , designará la funión araterístia de P (~x), donde,

CP (~x) =

{

0 si P (~x),

1 si ¬P (~x).

Ejemplo 2.3. Los siguientes son ejemplos de prediados primitivos reursivos.

1. El prediado P (x, y) : x = y, es PPR.

CP (x, y) =

{

0 si x = y,

1 si x 6= y,
= sg(| x − y |).

2. El prediado: ser menor que; < (x, y) o x < y, es PPR.

C<(x, y) =

{

0 si x < y,

1 si x ≥ y,
= sg(y−· x).
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Teorema 2.1. Si P (~x) y Q(~x) son prediados primitivos reursivos, entones los prediados:

¬P (~x), P (~x) ∨ Q(~x) y P~x) ∧ Q(~x), son prediados primitivos reursivos.

Demostraión.

CP∨Q = CP CQ,

CP∧Q = (CP + CQ)−· CP CQ,

C¬P = 1−· CP .

De�niión 2.5 (Cuanti�adores aotados). Si P (~x, y) es un prediado de la teoría de

números, podemos de�nir nuevos prediados mediante uanti�aión aotada. Para todo

entero n tenemos:

∀y≤n(P (~x, y)) ≡
def

P (~x, 0) ∧ P (~x, 1) ∧ . . . P (~x, n)

≡
def

∀y(y ≤ n ⇒ P (~x, y));

∃y≤n(P (~x, y)) ≡
def

P (~x, 0) ∨ P (~x, 1) ∨ . . . P (~x, n)

≡
def

∃y(y ≤ n ∧ P (~x, y)).

Teorema 2.2. Si P (~x, y) es un prediado primitivo reursivo y de�nimos

R(~x) = ∃y≤n(P (~x, y)),

S(~x) = ∀y≤n(P (~x, y)),

entones R(~x) y S(~x) son prediados primitivos reursivos.

Demostraión.

1. CP (~x, y) es FPR.

2. Sea CR(~x) =
∏n

i=0 CP (~x, i).

3. Sea CS(~x) = sg(
∑n

i=0 CP (~x, i)).

4. Las funiones CR(~x) y CS(~x) son FPR.



2.5 Funiones De�nidas Mediante Condiiones 65

Teorema 2.3. Sea P (~x, y) un PPR y sea f(~x) una FPR. Si de�nimos

R(~x) = ∃y≤f(~x)(P (~x, y)),

S(~x) = ∀y≤f(~x)(P (~x, y)),

entones R(~x) y S(~x) son prediados primitivos reursivos.

Demostraión.

1. CP (~x, y) es FPR.

2. Sea CR(~x) =
∏f(~x)

i=0 CP (~x, i).

3. CR es FPR.

4. Sea CS(~x) = sg(
∑f(~x)

i=0 CP (~x, i)).

5. CS es FPR.

2.5. Funiones De�nidas Mediante Condiiones

Las funiones de�nidas por ondiiones son bastante familiares en matemátias. Una

instania posible es la siguiente: Sea P (x) el prediado x es par, entones:

g(x) =

{

2x si P (x),

3x si ¬P (x).

Observemos que si expresamos a ¬P (x) omo P1(x), entones, P (x) y P1(x) de�nen

onjuntos que forman una partiión de N. Además, estos dos prediados son PPR. De

allí que g está de�nida mediante ondiiones y funiones que son reursivas primitivas. El

siguiente teorema generaliza este proedimiento y nos garantiza que la funión así de�nida

es reursiva primitiva.

Teorema 2.4. Si g1(~x), g2(~x), . . . , gm(~x); son m funiones FPR, y P1(~x), P2(~x), . . . ,

Pm(~x); son m prediados PPR, tales que los prediados P1, P2, . . . , Pm forman una partiión

de Nn, entones la siguiente funión es reursiva primitiva:

f(~x) =







g1(~x) si P1(~x),

g2(~x) si P2(~x),
...

gm(~x) si Pm(~x).
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Demostraión.

1. Sea CPi
la funión araterístia del prediado Pi.

2. Cada ~x satisfae un y sólo un prediado Pk, para 1 ≤ k ≤ m.

3. Luego, f(~x) = gk(~x)sg(CPk
(~x)) = gk(~x), para algún k tal que Pk(~x).

4. Luego, para ualquier ~x ∈ Nn se tiene que

f(~x) =

m∑

i=1

gi(~x)sg(CPi
(~x)).

5. La a�rmaión de que f es FPR está sustentada en el teorema siguiente.

El siguiente teorema nos proporiona herramientas para onstruir FPR mediante itera-

iones aotadas.

Teorema 2.5. Si g(~x, y) es una FPR, entones las siguientes funiones son FPR.

1. f(~x, y) =
∑y

i=0 g(~x, i).

2. h(~x, y) =
∏y

i=0 g(~x, i).

Demostraión.

1. Funión f(~x, y)

a) f(~x, 0) = g(~x, 0).

b) f(~x, n + 1) =
∑n+1

i=0 g(~x, i) = g(~x, n + 1) +
∑n

i=0 g(~x, i).

) f(~x, n + 1) = +(g(~x, n + 1), f(~x, n)).

d) f es FPR.

2. Funión h(~x, y)
Ejeriio 2.11.
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2.6. Funiones Reursivas

De�niión 2.6 (Funión regular). La funión g(~x, y) es una funión regular si g veri�a la

ondiión: ∀~x ∃y(g(~x, y) = 0).

Ejemplo 2.4. Sea P (y) el prediado: y es un número primo. Sea f(x, y) la siguiente funión:

f(x, y) =

{

0 si y > x ∧ P (y),

1 si y ≤ x ∨ ¬P (y).

Veri�quemos que f(x, y) es regular.

1. ∀x(x ∈ N ⇒ ∃y(y ∈ N ∧ y > x)).

2. Dado un x0 ∈ N, existen in�nitos números primos y, tales que y > x0.

3. Luego, ∀x∃y(f(x, y) = 0).

Ejemplo 2.5. La funión f(x, y) = x−· y es regular, ya que:

1. ∀x(x ∈ N ⇒ ∃y(y ∈ N ∧ y ≥ x)).

2. Dado un x0 ∈ N, existen in�nitos y0, tales que x0 −· y0.

3. Luego, ∀x∃y(f(x, y) = 0).

De�niión 2.7 (Operador de minimalizaión µ). Si f(~x, y) es una funión, entones de�-

nimos el operador µ (no restringido) por: g(~x) = µy(f(~x, y) = 0), que leemos: g asoia a ~x,
el menor y tal que f(~x, y) = 0.

Si la funión f(~x, y) es una funión regular, entones la funión g(~x) es una funión

total, pero si f(~x, y) no es una funión regular, entones el operador de minimalizaión

µy(f(~x, y) = 0) no está de�nido para toda ~x, y por lo tanto, g(~x) es una funión parial.

Ejemplo 2.6.

1. La funión f(x, y, z) = (x−· z) + (y−· z) es regular para la variable z (ejeriio 2.13).

2. Podemos onstruir una funión g(x, y) por minimalizaión omo sigue: g(x, y) =
µz(f(x, y, z) = 0).

3. Obsérvese que g(x, y) = max(x, y).

Ejemplo 2.7. Dada la funión regular f(x, y) = x−· y, podemos de�nir, por minimalizaión

(operador µ), la funión g(x) = µz(f(x, z) = 0).

Para onstruir la lase de las funiones reursivas totales (llamadas funiones reursivas),

introduiremos un terer esquema de ontruión de funiones (mediante el operador µ, o
sea, mediante la operaión de minimalizaión).
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De�niión 2.8 (Funiones reursivas). La lase de las funiones reursivas es la menor lase

de funiones que ontiene a las funiones de base y que es estable bajo las operaiones:

R-1 Composiión.

R-2 Reurrenia primitiva.

R-3 El operador µ (es deir bajo la operaión de minimalizaión), esto es,

f(~x) = µy(g(~x, y) = 0), si g es regular.

Observemos que para obtener la lase de funiones reursivas hemos añadido a la de�-

niión de las FPR el esquema de minimalizaión.

En otras palabras, una funión f(~x) es reursiva si y sólo si:

1. Es una funión de base, o

2. Puede produirse a partir de la lase de funiones de base mediante un número �nito

de apliaiones de los esquemas de omposiión y/o de reurrenia primitiva y/o de

minimalizaión.

Para logra mayor laridad indiaremos el esquema de minimalizaión, sobre todo si

tenemos en uenta el diho esquema u operaión es quien introdue un orte de distinión

entre las FPR y aquellas funiones que son reursivas pero que no son primitivas reursivas.

Esquema de minimalizaión: sea f(~x, y) una funión reursiva y regular. Entones la

funión,

g(~x) = µy(f(~x, y) = 0),

es una funión reursiva.

Ejemplo 2.8. La funión max(x, y) es reursiva.

1. f(x, y, z) = (x−· z) + (y−· z) es una funión reursiva.

2. f(x, y, z) es una funión reursiva (uando z = max(x, y), f(x, y, z) = 0).

3. h(x, y) = µz(f(x, y, z) = 0).

4. Pero, h(x, y) = max(x, y). Luego, max(x, y) es reursiva.

Observemos que al minimalizar una funión, eventualmente se puede obtener una FPR.

Así, max(x, y) = (x−· y) + y, la ual es una FPR.

De auedo on la distinión que introdue el operador µ, sabemos que existen funiones

reursivas que no son funiones primitivas reursivas. Presentamos sin demostraión un

ejemplo de una de tales funiones.
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Ejemplo 2.9. La funión de Akermann, denotada por A(x, y), es una funión reursiva

que no es una funión primitiva reursiva. A(x, y) está de�nida por:

A(0, y) = y + 1,

A(x + 1, 0) = A(x, 1),

A(x + 1, y + 1) = A(x, A(x + 1, y)).

Como ejemplo alulemos A(2, 3).
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A(2, 3) = A(1, A(2, 2))

= A(1, A(1, A(2, 1)))

= A(1, A(1, A(1, A(2, 0))))

= A(1, A(1, A(1, A(1, 1))))

= A(1, A(1, A(1, A(0, A(1, 0)))))

= A(1, A(1, A(1, A(0, A(0, 1)))))

= A(1, A(1, A(1, A(0, 2))))

= A(1, A(1, A(1, 3)))

= A(1, A(1, A(0, A(1, 2))))

= A(1, A(1, A(0, A(0, A(1, 1)))))

= A(1, A(1, A(0, A(0, A(0, A(1, 0))))))

= A(1, A(1, A(0, A(0, A(0, A(0, 1))))))

= A(1, A(1, A(0, A(0, A(0, 2)))))

= A(1, A(1, A(0, A(0, 3))))

= A(1, A(1, A(0, 4)))

= A(1, A(1, 5))

= A(1, A(0, A(1, 4)))

= A(1, A(0, A(0, A(1, 3))))

= A(1, A(0, A(0, A(0, A(1, 2)))))

= A(1, A(0, A(0, A(0, A(0, A(1, 1))))))

= A(1, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(1, 0)))))))

= A(1, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, 1)))))))

= A(1, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, 2))))))

= A(1, A(0, A(0, A(0, A(0, 3)))))

= A(1, A(0, A(0, A(0, 4))))

= A(1, A(0, A(0, 5)))

= A(1, A(0, 6))

= A(1, 7)

= A(0, A(1, 6))

= A(0, A(0, A(1, 5)))

= A(0, A(0, A(0, A(1, 4))))

= A(0, A(0, A(0, A(0, A(1, 3)))))

= A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(1, 2))))))

= A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(1, 1)))))))

= A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(1, 0))))))))

= A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, 1))))))))

= A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, 2)))))))

= A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, 3))))))

= A(0, A(0, A(0, A(0, A(0, 4)))))

= A(0, A(0, A(0, A(0, 5))))

= A(0, A(0, A(0, 6)))

= A(0, A(0, 7))

= A(0, 8)

= 9
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Aunque no es difíil implementar la funión de Akermann, debido a su rápido rei-

miento, es imposible alularla para valores relativamente pequeños de x y de y. Así por
ejemplo, A(4, 2) es un número on 19,728 dígitos. Por otra parte, paree ser que el número

de llamadas a la funión de Akermann para alular un valor iniial, ree más rápido que

la misma funión, tal omo lo ilustra la tabla 2.1.

A(x, y) Valor Número de llamadas

A(3, 0) 5 15

A(3, 1) 13 106

A(3, 2) 29 541

A(3, 3) 61 2,432

A(3, 4) 125 10,307

A(3, 5) 253 42,438

A(3, 6) 509 172,233

A(3, 7) 1,021 693,964

A(3, 8) 2,045 2,785,999

Cuadro 2.1: Número de llamadas a la funión de Akermann.

2.7. Funiones Reursivas Pariales

En el ontexto de las funiones reursivas es neesario también que hagamos la distinión

entre funión total (de�niión 1.1 (pág. 32)) y funión parial (de�niión 1.2 (pág. 32)). De

heho, ya hemos trabajado on las funiones pariales en el ontexto de las máquinas de

Turing, donde permitimos que las reglas de onstruión de la máquina nos ondujeran a

un omputar que nuna termina, o en otros términos, la funión asoiada on la máquina

queda inde�nida para algunas entradas, esto es, no originando así ningun valor de salida

o imagen de la funión. El interés de nuestra anterior distinión reside en el heho de que

podemos transladarla al ontexto de las funiones reursivas.

Consideremos el aso de una funión reursiva h(x, y) que sea una funión total, pero

que no sea neesariamente una funión regular. Si apliamos el operador de minimalizaión

a la funión h, entones, para iertos valores de x, la funión generada por minimalizaión

no estará de�nida, y por ende la funión h será una funión parial. Es deir, la funión

f(x) = µy(h(x, y) = 0) no estará de�nida para toda x ∈ N. La funión f(x) la podemos

expresar omo sigue:

f(x) =

{

µy(h(x, y) = 0) si, un tal y existe,

inde�nida si, no existe tal y.

Ejemplo 2.10.
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1. f(x, y) = (x + y)−· 17, es una funión reursiva total y no regular.

2. g(x) = µy(f(x, y) = 0), es una funión reursiva parial.

3. Observamos que para x ≥ 18, tendríamos g(x) inde�nida. Por ejemplo, para x = 18,
g(18) = inde�nida, ya que, (18 + 0)−· 17 6= 0, (18 + 1)−· 17 6= 0, et.

Entones diremos que al apliar el operador de minimalizaión a una funión reursiva

total, obtendremos, en general, una funión reursiva parial.

De�niión 2.9 (Funiones reursivas pariales). La lase de las funiones reursivas par-

iales es la menor lase de funiones que ontiene a las funiones de base y que es estable

bajo las operaiones omposiión, reurrenia primitiva y el operador µ (es deir bajo la

operaión de minimalizaión

f(~x) = µy(g(~x, y) = 0), si tal y existe, de lo ontrario, inde�nida).

Cerremos la presente seión estableiendo la siguiente adena de inlusiones propias

entre las diversas lases de funiones que hemos estudiado. Denotemos por F la lase de

funiones numério-teórias, por F0 la lase de funiones reursivas pariales, por F1 la

lase de funiones reursivas y por F2 la lase de funiones primitivas reursivas. Entones

se puede establer la adena F ⊃ F0 ⊃ F1 ⊃ F2. La relaiones de inlusión en general se

deduen del heho mismo de las de�niiones de ada lase. Ahora:

1. F2 ⊂ F1, puesto que existen funiones reursivas que no son primitivas reursivas.

Es deir, existen funiones omputables que no son primitivas reursivas. Para ello,

basta probar que si f0, f1, . . . , fk, . . . es una enumeraión de F2, entones la funión

g(n) = fn(n) no está en la lase F2, luego no es FPR.

2. F1 ⊂ F0, es deir, toda funión reursiva es reursiva parial, pero existen funiones

reursivas pariales que non reursivas totales. En general, existen funiones reursi-

vas pariales, estritamente pariales que no pueden llevarse a una funión reursiva

total. Si se onsidera, por ejemplo, una enumeraión de todas las funiones reursivas

pariales de una variable: g0, g1, . . . , entones la funión h(n) = gn(n) (para el aso

en que gn este de�nida, e inde�nida uando no lo esté) no puede ser llevada a una

funión reursiva total.

3. F0 ⊂ F . Un argumento de ardinalidad lo prueba inmediatamente, ya que F0 = ℵ0 y

F > ℵ0.

2.8. Funiones De�nidas por Minimalizaión Aotada

De�niión 2.10 (Operador de minimalizaión aotada). Cuando aotamos el alane

del operador de minimalizaión (µ) obtenemos una nueva operaión que llamaremos mi-

nimalizaión aotada. Esribimos, para un entero n y una funión g(~x, y) la expresión
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µy≤n(g(~x, y) = 0), para señalar o simbolizar al menor y tal que sea menor o igual que n, y
tal que g(~x, y) = 0.

Sin que g(~x, y) sea neesariamente una funión regular, podemos siempre de�nir el

operador de minimalizaión aotada, así:

h(~x) = µy≤n(g(~x, y) = 0) =

{

al menor y ≤ n, tal que g(~x, y) = 0, si tal y existe,

0 si no existe tal y.

Si la funión g es reursiva, entones para un n espei�ado se alula:

1. g(~x, 0), g(~x, 1), . . . , g(~x, n).

2. Si para algún k ≤ n, g(~x, k) = 0, entones, µy≤n(g(~x, y) = 0) = k, donde k fue el

primer número tal que g(~x, k) = 0.

3. Si no existe ningún ero en la suesión g(~x, 0), g(~x, 1), . . . , g(~x, n), entones,

µy≤n(g(~x, y) = 0) = 0.

Teorema 2.6. Si g(~x, y) es una FPR, entones la funión f(~x) de�nida por: f(~x) =
µy≤m(g(~x, y) = 0), es una FPR.

Demostraión.

1. Para demostrar este resultado introduimos la funión h(~x, m) de�nida por el siguiente
esquema de reursión:

h(~x, 0) = 0,

h(~x, m + 1) =







h(~x, m) si h(~x, m) 6= 0,

m + 1 si h(~x, m) = 0 ∧ g(~x, m + 1) = 0,

0 si h(~x, m) = 0 ∧ g(~x, m + 1) 6= 0.

2. Si utilizamos la funión de identidad i(x) = I1
1 (x), es posible demostrar que la funión

h(~x, m) es FPR.

3. Se puede veri�ar que

f(~x) = h(~x, m),

por lo tanto, f(~x) es FPR.

Teorema 2.7. Si g(~x, y) y h(~x) son FPR, entones la funión f(~x) de�nida por: f(~x) =
µy≤h(~x)(g(~x, y) = 0), es una FPR.
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Demostraión.

1. Se prueba que j(~x, n) = µy≤n(g(~x, y) = 0) es FPR.

2. Haemos f(~x) = j(~x, n).

Ejemplo 2.11. La funión p(n) = (n + 1)-énesimo primo es FPR.

1. De�nimos la funión p(n) omo sigue:

p(0) = 2,

p(n + 1) = µy≤h(n,p(n))[y > p(n) ∧ p1(y)].

2. Donde h(x, k) = (x + 1)k+1 es FPR.

3. Donde p1(y) es el prediado: �y es un número primo�.

4. La funión

f(x, y) =

{

0 si y > p(x) ∧ p1(y),

1 si no es el aso,

es FPR.

5. Luego, p(n + 1) = µy≤h(n,p(n))(f(n, y) = 0) es FPR.

2.9. Conjuntos Reursivos

La noión de reursividad puede apliarse igualmente a los onjuntos y, espei�amente

a onjuntos numérios. La importania de la noión de onjunto reursivo está vinulada a

los problemas de deidibilidad. Presentarenos tal noión en el ontexto de subonjuntos de

NN .

De�niión 2.11 (Conjunto (primitivo) reursivo). Dado A ⊆ NN , diremos que el onjunto

A es (primitivo) reursivo, si y sólo si, existe una funión (primitiva) reursiva f tal que:

f(x1, x2, . . . , xn) =

{

0 si (x1, x2, . . . , xn) ∈ A,

1 si (x1, x2, . . . , xn) /∈ A.

Esto es, la funión arateterístia de la relaión: �∈ A�, es una funión (primitiva) reur-

siva. Notemos que la funión f deide la pertenenia o no de una ierta n-tupla al onjunto

A. En este sentido, la funión f es la funión araterístia del onjunto A. Por ello deimos

on freuenia que f es la funión deisión para el onjunto A.
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Ejemplo 2.12. El onjunto NN es reursivo. La funión f(~x) = 0 es reursiva.

Ejemplo 2.13. Todo onjunto �nito A es reursivo (primitivo reursivo). Si A = {a1, . . . , an},
entones la funión araterístia de A es FPR. Así,

CA(x) =
n∏

i=1

sg(|x − ai|).

Ejemplo 2.14. El onjunto de los números impares es reursivo. Para omprobarlo se

demuestra que la funión:

f(x) =

{

0 si x es impar,

1 si x es par;

es reursiva. Así:f(0) = 1 y f(x + 1) = sg(I2
2 (x, f(x))).

Ejemplo 2.15. El onjunto de los números primos es reursivo. Esto es, si designamos on

A el onjunto de los números primos, entones la funión

f(n) =

{

0 si n es primo,

1 si n es ompuesto;

es reursiva, lo ual es verdadero ya que f(n) = |d(n) − S(S(Z(n)))|; donde d(n) es el

número de divisores de n, luego f FPR.

Deíamos que f es una funión de deisión. Efetivamente, la noión de onjunto reursi-

vo es una formulaión de la noión intuitiva de onjunto deidible. Intuitivamente hablando,

deimos que un onjunto A es deidible, si y sólo si, existe un algoritmo o proedimiento α
que nos permita deidir aera de si un determinado elemento x, del universo de referenia

de A, pertenee o no al onjunto A.

Ejemplo 2.16. Para el onjunto de los números naturales, si A es el onjunto de los

números pares; ¾es n un elemento de A?

Efetivamente, sabemos que existe un algoritmo que proporiona una respuesta. Así,

dado ualquier n ∈ N

1. Divida n por 2.

2. Hallar el residuo r.

3. Si r = 0, entones n ∈ A. Si r 6= 0, entones n /∈ A.

Entones, el onjunto A = {x | x es par} es reursivo.
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Ejemplo 2.17. El onjunto P de los números primos es deidible. Es deir, dado un n ∈ N,

existe un algoritmo α que proporiona una respuesta a la pregunta ¾es n un número primo?

Ciertamente, sabemos que la aritmétia elemental ontiene proedimientos o algorit-

mos que nos permiten deidir si un número natural dado es primo o ompuesto (mirar

ejeriio 2.17). Por ejemplo:

1. Hallar todos los ni ∈ N tales que ni < n y ni 6= 1.

2. Dividir a n por ada ni y esribir el residuo respetivo ri.

3. Si todos los ri 6= 0, entones n ∈ P , de lo ontrario, n /∈ P .

Por supuesto que existen algoritmos en la aritmétia muho más e�ientes que el ante-

rior. El onjunto P de los números primos es reursivo omo lo probamos en el ejemplo 2.15

(pág. 75).

Ejemplo 2.18. El onjunto de las fórmulas de la lógia de enuniados es un onjunto

deidible. Efetivamente, existe un algoritmo que nos permite deidir si una palabra α ∈
L(Σ) es o no es una fórmula (ejeriio 2.18).

Como puede observarse, la noión de onjunto reursivo se instituye omo una tentativa

de formalizaión de la noión intuitiva de onjunto deidible. Esto es, la de�niión de

onjunto reursivo orresponde on la noión intuitiva de onjunto deidible.

2.10. Conjuntos Reursivamente Enumerables

Intuitivamente pensamos un onjunto enumerable omo aquel onjunto uyos elementos

pueden ser esritos o listados omo una suesión in�nita (on eventuales repetiiones). Tal

noión la podemos formalizar valiéndonos de la noión de apliaión o funión sobreyetiva.

De�niión 2.12 (Conjunto enumerable). Deimos que un onjunto A es enumerable, si y

sólo si, A es vaío o existe una apliaión sobreyetiva de N en el onjunto A. Esto es,

A es enumerable ≡
def.

(A = ∅) ∨ (∃f)(f : N 7−→ A).

Si A es enumerable, deimos que la funión f es una enumeraión de A, es deir, f
esribe los elementos de A omo la suesión: f(0), f(1), . . . , f(n), . . . .

Ejemplo 2.19. N es enumerable. La enumeraión es: i(x) = x.

Ejemplo 2.20. El onjunto de los números pares es enumerable. La enumeraión es la

funión sobreyetiva f(n) = 2n.
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Ejemplo 2.21. Todo onjunto �nito es enumerable. Sea A = {a1, a2, . . . , an} y, sea f :
N 7−→ A, tal que:

f(x) =

{

ax si x < n,

an si x ≥ n;

f es una funión sobreyetiva de N en A. Luego A es un onjunto enumerable.

Una pregunta de bastante importania, la ual nos oupará en el resto de esta seión,

es la siguiente ¾es posible hallar para toda enumeraión f de un onjunto A un algoritmo

o proedimiento efetivo que nos permita omputar f(n), para todo n ∈ N?

De�niión 2.13 (Conjunto reursivamente enumerable). Sea el onjunto A un subonjunto

de N. Deimos que A es un onjunto reursivamente enumerable (RE) si A es el rango de

una funión reursiva, o si A es vaío.

La anterior de�niión implia que si A 6= ∅ es reursivamente enumerable, entones

existe una enumeraión reursiva de A, es deir, existe una funión reursiva tal que:

f(0), f(1), . . . , f(n), . . . es una lista exhaustiva de los elementos de A (on eventuales repe-

tiiones). Esto es, f(N) = A. Expresado de otra manera:

A es RE ≡
def.

(A = ∅) ∨
(

(∃f)(f : N 7−→ A) ∧ f es reursiva

)

.

Por ello deimos también que la funión f genera el onjunto A.

Ejemplo 2.22. Todo onjunto �nito es RE Si A = {a1, a2, . . . , an}, entones, sea la funión

f : N 7−→ A, tal que:

f(x) =

{

ax si x < n,

an si x ≥ n;

f es una funión sobreyetiva y reursiva de N en A (ejeriio 2.21).

Unas preguntas que podemos formularnos en este ontexto son las siguientes: ¾son las

noiones de onjunto reursivo y onjunto reursivamente enumerable diferentes?; ¾existe

algún onjunto que sea reursivamente enumerable y no sea reursivo, o vieversa?

Teorema 2.8. Todo onjunto reursivo (subonjunto de N) es reursivamente enumerable.

Demostraión.

1. Supongamos que A 6= ∅ es un onjunto reursivo (si A = ∅, A es RE por de�niión).

2. Existe una funión reursiva f tal que:

f(x) =

{

0 si x ∈ A,

1 si x /∈ A.
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3. Sean g: N → A y x0 ∈ A (�jo) tales que:

g(x) =

{

x si x ∈ A,

x0 si x /∈ A.

4. Los prediados x ∈ A y x /∈ A, son reursivos (puesto que f es una funión reursiva).

5. Luego, la funión g es reursiva (puesto que está de�nida mediante ondiiones reur-

sivas).

El reíproo del teorema anterior no es válido, es deir, existen onjuntos RE que no

son reursivos. Pero si adiionamos una ondiión al omplemento del onjunto RE, éste sí

es reursivo.

Teorema 2.9. Un onjunto A es reursivo, si y sólo si el onjunto A y su omplemento

son reursivamente enumerables.

Demostraión. (primera parte)

1. Supongamos que A es reursivo.

2. Luego, A es RE por el teorema 2.8 (pág. 77).

3. Denotemos por Ac el omplemento de A.

4. f(x) = 1−· CA(x) es reursiva.

5. Ac es reursivo.

6. Luego, Ac es RE por el teorema 2.8 (pág. 77).

Demostraión. (segunda parte)

1. Supongamos que A y Ac son RE

2. Existen enumeraiones reursivas de A y Ac.

3. Sean éstas respetivamente f : N 7−→ A y g: N 7−→ Ac.

4. Sea h: N → A tal que:

h(x) =

{

f([x
2 ]) si x es par,

g([x
2 ]) si x es impar.
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5. La funión h esribe la suesión f(0), g(0), f(1), g(1), . . . .

6. La funión h es reursiva.

7. De�namos la funión k(y, z) = |h(y) − z|, la ual es regular para la variable z.

8. La funión m(y) = µz(k(y, z) = 0) es reursiva.

9. La funión p, araterístia de los números pares es reursiva.

10. De�namos la funión CA, araterístia del onjunto A, omo la funión CA(x) =
p(m(x)).

11. CA es una funión reursiva.

12. Luego, el onjunto A es reursivo.

Es onoido que la noión de onjunto reursivamente enumerable es una formalizaión

de la noión intuitiva de onjunto efetivamente enumerable. Intuitivamente hablando, de-

imos que un onjunto A es efetivamente enumerable, si y sólo si, existe un enumeraión f
alulable de A. Los valores f(0), f(1), . . . son determinados mediante un algoritmo o pro-

edimiento efetivo. En otras palabras se trata de onsiderar la noión intuitiva de funión

alulable mediante un algoritmo. Como se a�rma on freuenia, el sí una ierta desrip-

ión matemátia partiular de la noión de algoritmo orresponde exatamente a la idea

intuitiva, no es algo que se pueda demostrar. No obstante, hay buenos argumentos para

suponer que las desripiones matemátias que se han heho del onepto de algoritmo,

son lo bastante generales omo para inluir todos los algoritmos intuitivos. Dos ejemplos

de ello nos lo proporionan la lase de las funiones reursivas y la lase de las funiones

Turing-omputables. Por otro lado, es bastante razonable a�rmar que una funión parial

es alulable mediante un algoritmo, si existe uno que determine explíitamente el valor de

la funión uando ésta está de�nida.

Una funión f(x1, x2, . . . , xn) es efetivamente alulable si existe un proedimiento

meánio o algoritmo que permita determinar el valor f(a1, a2, . . . , an) para ualquier n-
tupla de elementos de N.

Ejemplo 2.23. El onjunto de los números enteros es efetivamente enumerable, puesto

que existe una enumeraión efetiva de Z, g: N 7−→ Z dada por g(n) = (−1)n([n+1
2 ]). Esta

fórmula es un algoritmo de enumeraión de Z.

Lema 2.1. Todo entero positivo n > 1 puede ser fatorizado de forma únia omo n =
Pn1

1 × Pn2

2 × · · · × Pnm

m donde P1 < P2 < · · · < Pm, son los m primeros primos y nm 6= 0.
Esta forma de expresar el número n se llama la forma normal de Cantor.
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Demostraión. Ejeriio 2.22.

Teorema 2.10. El onjunto Nf de las suesiones �nitas de números naturales es un on-

junto efetivamente enumerable.

Demostraión. Para probar el teorema, de�namos la funión f mediante el siguiente algo-

ritmo.

1. Sea n ∈ N un elemento ualquiera.

2. Expresar m omo n + 2.

3. Expresar m en la forma normal de Cantor (lema 2.1 (pág. 79)), es deir, m = Pα1

1 ×
Pα2

2 × · · · × Pαk

k .

4. Esribir la suesión: < α1, α2, . . . , αk − 1 >.

5. Sea f(n) =< α1, α2, . . . , αk − 1 >.

6. Para probar que f es una enumeraión efetiva exhaustiva, es deir, sobreyetiva,

invierta el proeso de esribir la suesión < α1α2 . . . αk−1 >. Así, dado a1, a2, . . . , as,

n = P a1

1 × P a2

2 × · · · × P as+1
s − 2.

2.11. Computabilidad y Reursividad

Esta seión establee la oexistenia entre el onjunto de las de funiones Turing-

omputables y el de las funiones reursivas. La oexistenia es presentada por dos teoremas;

el primero de ellos india que las funiones reursivas son funiones Turing-omputables; el

segundo india que las funiones Turing-omputables son funiones reursivas.

Iniialmente presentaremos seis lemas que serán utilizados en la demostraión de que

una funión reursiva es una funión Turing-omputable.

Lema 2.2. La funión ero, z(x) = 0, es una funión Turing-omputable.

Demostraión.

1. SeaMT la máquina de Turing presentada en el ejemplo 1.4 (pág. 35) que está de�nida

por:

i1 : q1|�Rq1

i2 : q1��Rstop
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2. Sea α1 la desripión instantánea iniial de�nida por α1 ≡ q1
−→x . Entones la ompu-

taión de la máquina MT está dada por (en donde |n representa n palitos):

α1 ≡ q1
−→x = q1|x+1

→ �q1|x

→ ��q1|x−1

...

→ �� . . .�q1|
→ �� . . .��q1.

3. Por lo tanto, la funión f
(1)
MT (x) asoiada on la máquina de Turing MT está de�nida

por:

f
(1)
MT (x) =< ResMT (α1) >

=< �� . . .��q1 >

= 0

= z(x).

Lema 2.3. La funión suesor, s(x) = x + 1, es una funión Turing-omputable.

Demostraión.

1. Sea MT la máquina de Turing, presentada en el ejemplo 1.5 (pág. 36), que está

de�nida por: i1 : q1��Nq1.

2. Sea α1 la desripión instantánea iniial de�nida por α1 ≡ q1
−→x . Entones la ompu-

taión de la máquina MT está dada por (en donde |n representa n palitos):

α1 ≡ q1
−→x = q1|x+1

→ q1|x+1.

3. Por lo tanto, la funión f
(1)
MT (x) asoiada on la máquina de Turing MT está de�nida

por:
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f
(1)
MT (x) =< ResMT (α1) >

=< q1|x+1 >

= x + 1

= s(x).

Lema 2.4. Las funiones k-ésima proyeión, In
k (x1, x2, . . . , xn) = xk, son funiones

Turing-omputables.

Demostraión. Vamos a onstruir una máquina de Turing genéria para una funión

In
k (x1, x2, . . . , xn) = xk.

1. Sea MT una máquina de Turing de�nida por:

q1|�Nq2n+1; estas instruiones borran el argumento x1

q1��Rq2

q2n+1��Rq1

q2|�Nq2n+2; estas instruiones borran el argumento x2

q2��Rq3

q2n+2��Rq2
...

qk−1|�Nq2n+(k−1); estas instruiones borran el argumento xk−1

qk−1��Rqk

q2n+(k−1)��Rqk−1

qk|�Nqk, esta instruión elimina un palito del argumento xk

qk��Rqk+1, esta instruión envía a borrar los argumetos xj>k

qk+1|�Nq2n+(k+1); estas instruiones borran el argumento xk+1

qk+1��Rqk+2

q2n+(k+1)��Rqk+1

...

qn|�Nq2n+n; estas instruiones borran el argumento xn

qn��Rstop
q2n+n��Rqn

2. De la onstruión anterior se onluye que la funión f
(n)
MT (x1, x2, . . . , xn) asoiada

on la máquina de Turing MT es igual a In
k (x1, x2, . . . , xn) = xk.
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Lema 2.5. El esquema de omposiión o sustituión preserva la propiedad de Turing-

omputabilidad. Es deir, si g: Nm → N y ada hi: Nn → N son funiones Turing-

omputables (totales, pariales), entones

f(x1, x2, . . . , xn) = g(h1(x1, x2, . . . , xn), . . . , hm(x1, x2, . . . , xn)),

es una funión Turing-omputable (total, parial).

Demostraión. La idea es onstruir una máquina MT f que envíe a omputar ada una de

las funiones hi(x1, x2, . . . , xn), 1 ≤ i ≤ m y on los valores obtenidos, envíe a omputar la

funión g(h1(x1, x2, . . . , xn), . . . , hm(x1, x2, . . . , xn)).

1. Supongamos que la máquinaMT g omputa la funión g : Nm → N y que las máquinas

MT hi
omputan la funiones hi : Nn → N.

2. Iniialmente la máquina MT f ejeuta la máquina MT h1
on la desripión iniial:

α1 ≡ q1
−−−−−−→x1, . . . , xn;

y obtenemos a la salida
−−−−−−−−−−−−→
h1(x1, x2, . . . , xn).

3. Después la máquina MT f ejeuta la máquina MT h2
on la desripión iniial:

α1 ≡ q1
−−−−−−→x1, . . . , xn;

y adiionando algunas instruiones, obtenemos la salida:−−−−−−−−−−−−→
h1(x1, x2, . . . , xn)�

−−−−−−−−−−−−→
h2(x1, x2, . . . , xn).

4. La máquina MT f ontínua on la ejeuión de las máquinas MT h3
, . . . ,MT hm

on

la desripión iniial:

α1 ≡ q1
−−−−−−→x1, . . . , xn;

y on la adiión de las instruiones neesarias, obtenemos �nalmente la salida:−−−−−−−−−−−−→
h1(x1, x2, . . . , xn)�

−−−−−−−−−−−−→
h2(x1, x2, . . . , xn)� . . .�

−−−−−−−−−−−−−→
hm(x1, x2, . . . , xn).

5. Entones la máquina MT f ejeuta la máquina MT g on la desripión iniial:

α1 ≡ q1
−−−−−−−−−−−−→
h1(x1, x2, . . . , xn)�

−−−−−−−−−−−−→
h1(x1, x2, . . . , xn)� . . .�

−−−−−−−−−−−−−→
hm(x1, x2, . . . , xn);

y obtenemos a la salida el valor de la funión f(x1, x2, . . . , xn).

Lema 2.6. El esquema de reurrenia primitiva preserva la propiedad de

Turing-omputabilidad. Es deir, si g: Nn → N y h: Nn+2 → N son funiones Turing-

omputables (totales, pariales), entones

f(x1, x2, . . . , xn, 0) = g(x1, x2, . . . , xn),

f(x1, x2, . . . , xn, k + 1) = h(x1, x2, . . . , xn, k, f(x1, x2, . . . , xn, k)),

es una funión Turing-omputable (total, parial).
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Demostraión. La idea es onstruir una máquina MT f que ompute el valor de

f(x1, x2, . . . , xn, 0) a partir de g(x1, x2, . . . , xn), y que ompute ada uno de los valores

f(x1, x2, . . . , xn, 1), . . . , f(x1, x2, . . . , xn, k + 1)

a partir de los valores de

h(x1, x2, . . . , xn, 0, f(x1, x2, . . . , xn, )), . . . , h(x1, x2, . . . , xn, k, f(x1, x2, . . . , xn, k))

respetivamente. Es deir, iniialmente se omputa el valor de f(x1, x2, . . . , xn, 0), después el
valor de f(x1, x2, . . . , xn, 1) y así suesivamente hasta omputar el valor de

f(x1, x2, . . . , xn, k + 1).

1. Supongamos que la máquina MT g omputa la funión g(x1, x2, . . . , xn) y la máquina

MT h omputa la funión h(x1, x2, . . . , xn, k, z).

2. Iniialmente la máquina MT f alula el valor de f(x1, x2, . . . , xn, 0), es deir, ejeuta
la máquina MT g on la desripión iniial:

α1 ≡ q1
−−−−−−→x1, . . . , xn�

−→
0 ,

de donde obtenemos que
−−−−−−−−−−−−−→
f(x1, x2, . . . , xn, 0) =

−−−−−−−−−→
g(x1, . . . , xn).

3. Con el valor de f(x1, x2, . . . , xn, 0) la máquina MT f alula el valor de

f(x1, x2, . . . , xn, 1), es deir, ejeuta la máquina MT h on la desripión iniial:

α1 ≡ qh
1
−−−−−−→x1, . . . , xn�

−→
0 �

−−−−−−−−−−−−−→
f(x1, x2, . . . , xn, 0)

de donde obtenemos que:−−−−−−−−−−−−−→
f(x1, x2, . . . , xn, 1) =

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
h(x1, x2, . . . , xn, 0, f(x1, x2, . . . , xn, 0));

4. La máquina MT f ontínua on el proeso anterior hasta alular el valor de

f(x1, x2, . . . , xn, k + 1) a partir de la máquina MT h on la desripión iniial da-

da por:

α1 ≡ q1
−−−−−−→x1, . . . , xn�

−→
k �

−−−−−−−−−−−−−→
f(x1, x2, . . . , xn, k);

de donde �nalmente obtenemos que:−−−−−−−−−−−−−−−−→
f(x1, x2, . . . , xn, k + 1) =

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
h(x1, x2, . . . , xn, k, f(x1, x2, . . . , xn, k));

Lema 2.7. El esquema de minimalizaión preserva la propiedad de Turing-omputabilidad.

Es deir, si g(~x, y) es una funión Turing-omputable (total y regular, total), entones

f(~x) = µy(g(~x, y) = 0),

es una funión Turing-omputable (total, parial).
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Demostraión. La idea es onstruir una máquina MT f que ompute inrementalmente el

valor de y hasta enontrar (si es el aso) que g(~x, y) = 0, entones la máquina MT f retorna

este valor de y.

1. Supongamos que la máquina MT g omputa la funión g(~x, y).

2. Iniialmente la máquina MT f ejeuta la máquina MT g on la desripión iniial:

α1 ≡ q1
−−−−−−→x1, . . . , xn�

−→
0 ,

y obtenemos a la salida
−−−−−−−−−−→
g(x1, . . . , xn, 0).

3. Después la máquina MT f ejeuta la máquina MT g on la desripión iniial:

α1 ≡ q1
−−−−−−→x1, . . . , xn�

−→
1 ,

y obtenemos a la salida
−−−−−−−−−−→
g(x1, . . . , xn, 1).

4. La máquina MT f ontínua ejeutando suesivamente la máquina MT g hasta enon-

trar la salida
−−−−−−−−−−−→
g(x1, . . . , xn, y) =

−→
0 y retorna el valor y. Si tal salida no existe, entones

la máquina MT f no se detiene.

Ahora podemos presentar el primer teorema relaionado on la oexistenia entre el

onjunto de las funiones reursivas y el onjunto de las funiones Turing-omputables.

Teorema 2.11. Las funiones reursivas (totales, pariales) son funiones

Turing-omputables (totales, pariales).

Demostraión. La demostraión está sustentada en los elementos involurados en la de�ni-

ión de una funión reursiva, es deir, las funiones de base y los esquemas de omposiión,

reurrenia primitiva y minimalizaión.

Los lemas 2.2 (pág. 80), 2.3 (pág. 81) y 2.4 (pág. 82) muestran que la funión ero z(x) =
0, la funión suesor s(x) = x+1 y las funiones k-ésima proyeión In

k (x1, x2, . . . , xn) = xk

son funiones Turing-omputables. Por otra parte, los lemas 2.5 (pág. 83), 2.6 (pág. 83) y

2.7 (pág. 84) muestran que la propiedad de Turing-omputabilidad es preservada en la

apliaión de los esquemas de omposiión, reurrenia primitiva y minimalizaión.

A ontinuaión presentamos el segundo teorema relaionado on la oexistenia entre el

onjunto de las funiones reursivas y el onjunto de las funiones Turing-omputables.

Teorema 2.12. Las funiones Turing-omputables (totales, pariales) son funiones reur-

sivas (totales, pariales).

Demostraión.
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1. La demostraión se realizará para una funión Turing-omputable (total, parial)

f(x1, x2). La restriión a dos argumentos no es importante, dado que es posible

haer las generalizaiones neesarias para funiones de n argumentos.

2. Iniialmente la inta ontiene la dupla (x1, x2) odi�ada tal omo lo india la de�ni-

ión 1.10 (pág. 34), es deir,

(−−−→x1, x2) = −→x1�
−→x2

= ||| . . . |
︸ ︷︷ ︸

x1+1 veces

� ||| . . . |
︸ ︷︷ ︸

x2+1 veces

.

Al �nal la inta ontiene el valor de f(x1, x2) odi�ado por:

−−−−−−→
f(x1, x2) = ||| . . . |

︸ ︷︷ ︸

f(x1,x2)+1 veces

.

En neesario observar que hemos mo�diado la forma de salida de la máquina. Es

deir, en lugar de que la máquina al �nal ontenga f(x1, x2) palitos sobre la inta,

la máquina ontendrá f(x1, x2) + 1 palitos sobre la inta. Esto debido al uso de la

funión lo desrita en el numeral 7 de esta demostraión.

3. Los ontenidos de la inta y de la elda visitada en ualquier momento se representarán

en notaión binaria de la siguiente forma: Si se onsidera que � ≡ 0, los ontenidos

de las eldas a la izquierda de la elda visitada pueden ser pensados omo un número

binario; éste será denotado por inum. El ontenido de la elda visitada y las eldas a

su dereha, pueden ser pensados omo un número binario esrito inversamente; este

número será denotado por dnum.

4. Veamos qué suede en los números inum y dnum de auerdo on los posibles movi-

mientos de la máquina (de nuevo se va a onsiderar � ≡ 0):

a) La máquina no se mueve:

1) La máquina ambia el símbolo 1 por 0:
El número dnum se derementa en uno y el número inum no ambia.

2) La máquina ambia el símbolo 0 por 1:
El número dnum se inrementa en uno y el número inum no ambia.

b) La máquina se mueve a la izquierda:

1) Si inum es impar: inum = inum−1
2 ; dnum = 2dnum + 1.

2) Si inum es par: inum = inum
2 ; dnum = 2dnum.

) La máquina se mueve a la dereha:

1) Si dnum es impar: inum = 2inum + 1; dnum = dnum−1
2 .
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2) Si dnum es par: inum = 2inum; dnum = dnum
2 .

5. Veamos los valores de inum y dnum al omienzo y al �nal de la omputaión. Al

omienzo la máquina está en el primer 1 orrespondiente a
−→x1, luego

inum = 0,

dnum = (2x2+1 −· 1)2x1+2 + (2x1+1 −· 1).

Al �nal la máquina está en el primer | orrespondiente a
−−−−−−→
f(x1, x2), luego

inum = 0

dnum = 2f(x1,x2)+1 − 1.

6. La funión k(x1, x2) = (2x2+1 −· 1)2x1+2 +(2x1+1 −· 1) es una funión primitiva reur-

siva.

7. La funión

d(x, y) =

{

0 si 2y ≤ x

1 si 2y > x,

es primitiva reursiva.

La funión

Mxw(f(~xn, y)) =

{

mayor y entre 0 y w inlusive, tal que f(~xn, y) = 0,

0 si tal y no existe,

es primitiva reursiva si la funión f(~xn, y) lo es.

Entones la funión lo(x) = Mxy(d(x, y)) es primitiva reursiva.

Como lo(2z+1 − 1) = z, entones uando la máquina se detiene en el ómputo de

f(x1, x2) tenemos que:

f(x1, x2) = lo(dnum)

= lo(2f(x1,x2)+1 − 1).

8. Codi�amos la dinámia de la máquina mediante dos funiones α y q, de la siguiente

forma:

a) Cada estado qi es odi�ado por el número i.

b) El símbolo � es odi�ado por el número 0 y el símbolo 1 por el número 1.

) Si la máquina de Turing ejeuta una instruión de la forma qi��Nqk entones

a(i, 0) = 0 y q(i, 0) = k.
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d) Si la máquina de Turing ejeuta una instruión de la forma qi�1Nqk entones

a(i, 0) = 1 y q(i, 0) = k.

e) Si la máquina de Turing ejeuta una instruión de la forma qi��Lqk entones

a(i, 0) = 2 y q(i, 0) = k.

f ) Si la máquina de Turing ejeuta una instruión de la forma qi��Rqk entones

a(i, 0) = 3 y q(i, 0) = k.

g) Si la máquina de Turing ejeuta una instruión de la forma qi1�Nqk entones

a(i, 1) = 0 y q(i, 1) = k.

h) Si la máquina de Turing ejeuta una instruión de la forma qi11Nqk entones

a(i, 1) = 1 y q(i, 1) = k.

i) Si la máquina de Turing ejeuta una instruión de la forma qi11Lqk entones

a(i, 1) = 2 y q(i, 1) = k.

j ) Si la máquina de Turing ejeuta una instruión de la forma qi11Rqk entones

a(i, 1) = 3 y q(i, 1) = k.

k) En otro aso, a(i, x) = q(i, x) = 0.

De auerdo on lo anterior, las funiones a(x, y) y q(x, y) son funiones primitivas

reursivas de�nidas por asos.

9. De�nimos ahora algunas funiones primitivas reursivas:

a) tpl(x, y, z) = 2x3y5z

b) lft(w) = al mayor x ≤ w tal que 2x divide a w.

) crt(w) = al mayor x ≤ w tal que 3x divide a w.

d) rft(w) = al mayor x ≤ w tal que 5x divide a w.

e) e(x) =

{

0 si x es par,

1 si x es impar.

La funión tpl odi�a una tripleta de números (x, y, z) en un únio número tpl(x, y, z),
y las funiones lft, crt y rft obtienen de este número odi�ado los orrespondientes

valores de x, y y z.

Si la elda visitada ontiene un 0, entones e(dnum) = 0 y si ontiene un 1 entones

e(dnum) = 1.

10. Vamos a onstruir una funión primitiva reursiva g(x1, x2, t) que indique el ompor-

tamiento de la máquina en el paso de ejeuión t (que no es el paso en el ual la

máquina se detiene). Esta funión está de�nida por:
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g(x1, x2, t) = tpl(inum en t,

estado de la máquina en t,

dnum en t).

La de�niión de g(x1, x2, t) se hará usando el esquema de reurrenia primitva. Para

g(x1, x2, 0), omo la máquina omienza a ejeutar desde el estado q1 y está parada en

el primer 1 de
−→x1 tenemos que:

g(x1, x2, 0) = tpl(0, 1, k(x1, x2)).

Para g(x1, x2, t + 1) es neesario onsiderar varios asos de auerdo on las posibles

situaiones e instruiones que pueda realizar la máquina. Las onveniones utilizadas

son las siguientes:

l = lft(g(x1, x2, t)),

c = crt(g(x1, x2, t)),

r = rft(g(x1, x2, t)),

q = q(c, e(r));

entones la funión g(x1, x2, t + 1) está de�nida por:

g(x1, x2, t + 1) =







tpl(l, q, r) si a(c, e(r)) = 0 ∧ e(r) = 0,

tpl(l, q, r−· 1) si a(c, e(r)) = 0 ∧ e(r) = 1,

tpl(l, q, r + 1) si a(c, e(r)) = 1 ∧ e(r) = 0,

tpl(l, q, r) si a(c, e(r)) = 1 ∧ e(r) = 1,

tpl(l/2, q, 2r) si a(c, e(r)) = 2 ∧ e(l) = 0,

tpl((l−· 1)/2, q, 2r + 1) si a(c, e(r)) = 2 ∧ e(l) = 1,

tpl(2l, q, r/2) si a(c, e(r)) = 3 ∧ e(l) = 0,

tpl(2l + 1, q, (r−· 1)/2) si a(c, e(r)) = 3 ∧ e(l) = 1,

0 si de otro modo.

Como la funión g(x1, x2, t) está de�nida a partir del esquema de reurrenia primitiva

sobre funiones reursivas primitivas, entones g es una funión primitiva reursiva.

11. Para de�nir f(x1, x2) omo una funión reursiva es neesario realizar algunos ons-

truiones adiionales.

a) Si la máquina se detiene en el estado t, entones ctr(g(x1, x2, y)) 6= 0 para todo

y ≤ t y ctr(g(x1, x2, y)) = 0 para todo y > t.
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b) Entones la máquina para de omputar a f(x1, x2) si y sólo si t es el menor y
tal que ctr(g(x1, x2, y + 1)) = 0.

) La funión h(x1, x2, y) = ctr(g(x1, x2, y + 1)) es primitiva reursiva.

d) Todas las funiones de�nidas hasta el momento son primitivas reursivas. La si-

guiente funión ofree el aráter de reursivad a las funiones

Turing-omputables.

e) La funión p(x1, x2) = µy(h(x1, x2, y) = 0) es reursiva.

f ) Sí la funión f(x1, x2) es Turing-omputable total, la funión p(x1, x2) es una

funión reursiva total y si, la funión f(x1, x2) es Turing-omputable parial, la

funión p(x1, x2) es una funión reursiva parial.

12. Finalmente de�nimos f(x1, x2) = lo(rft(g(x1, x2, p(x1, x2)))), omo f está formada

por omposiión de funiones reursivas (totales, pariales), entones f es una funión

reursiva (total, parial).

Ejemplo 2.24. Como ejemplo del teorema 2.12 (pág. 85) demostraremos que la funión

Turing-omputable f(x, y) = 0 es una funión primitiva reursiva.

1. De�niión de la máquina de Turing que alula f(x, y) = 0.
Vamos a de�nir una máquina de Turing MT tal que la funión asoiada on la

máquina de Turing sea la funión f(x, y) = 0, es deir, f
(2)
MT (x, y) = f(x, y) = 0.

Como aso partiular vamos a realizar el análisis para la instania de la funión

f(2, 1) = 0. Se debe tener en uenta que la máquina de Turing MT que alula la

funión f(2, 1) = 0 debe estar implementada de manera que onuerde on la dinámia

expuesta en el paso (8) de la demostraión, es deir, debe poseer instruiones simples.

Además la máquina debe omenzar en el estado q1 para que onuerde on la funión

primitiva reursiva g de�nida en el paso (10) de la demostraión y debe �nalizar

sólo on un palito en la inta, dado que el número de palitos al �nalizar debe ser

f(2, 1) + 1. De auerdo on lo anterior, la máquina de Turing MT que alula la

funión f(x1, x2) = 0 está de�nida por: I = {i1, i2, i3, i4, i5, i6} donde:

i1: q1 1 � N q2

i2: q2 � � R q1

i3: q1 � � R q3

i4: q3 1 � N q4

i5: q4 � � R q3

i6: q3 � 1 N q5

2. Seguimiento del inum y del dmun
La desripión instantánea iniial es q1

−→x1�
−→x2 que para el aso de f(2, 1) es
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q1 1 1 1 � 1 1. Entones inum = 0 y dnum = 1101112 = 55, donde 1101112 signi�a

que el número está en binario. La máquina omienza entones la ejeuión de las ins-

truiones. La simulaión de la ejeuión, la desripión instantánea que se obtiene,

el valor de inum y de dnum se presentan en la tabla 2.2. De auerdo on la tabla 2.2

los valores �nales de inum y dnum son inum = 0, dnum = 2f(2,1)+1 − 1 = 1. Luego
f(2, 1) = lo(dnumfinal) = lo(1) = 0.

Instruión Desripión instantánea inum dnum

i1 q2 � 1 1 � 1 1 0 1101102 = 54

i2 � q1 1 1 � 1 1 0 110112 = 27

i1 � q2 � 1 � 1 1 0 110102 = 26

i2 � � q1 1 � 1 1 0 11012 = 13

i1 � � q2 � � 1 1 0 11002 = 12

i2 � � q1 � 1 1 0 1102 = 6

i3 � � � � q3 1 1 0 112 = 3

i4 � � � � q4 � 1 0 102 = 2

i5 � � � � � q3 1 0 12 = 1

i4 � � � � � q4 � 0 02 = 0

i5 � � � � � � q3 � 0 02 = 0

i6 � � � � � � q5 1 0 12 = 1

Cuadro 2.2: Simulaión MT que alula la funión f(2, 1) = 0.

3. Dinámia de la máquina de Turing MT
Con base en el paso (8) de la demostraión, odi�amos la dinámia de la máquina

MT de la siguiente manera:

i1: q1 1 � N q2 α(1, 1) = 0 y q(1, 1) = 2 por (g)

i2: q2 � � R q1 α(2, 0) = 3 y q(2, 0) = 1 por (f)

i3: q1 � � R q3 α(1, 0) = 3 y q(1, 0) = 3 por (f)

i4: q3 1 � N q4 α(3, 1) = 0 y q(3, 1) = 4 por (g)

i5: q4 � � R q3 α(4, 0) = 3 y q(4, 0) = 3 por (f)

i6: q3 � 1 N q5 α(3, 0) = 1 y q(3, 0) = 5 por (d)

4. Construión de la funión primitiva reursiva f(2, 1) = 0
La onstruión de la dinámia de la máquina MT del paso anterior se realizó para

implementar la funión primitiva reursiva:

g(2, 1, t) = tpl(inun en t, estado de la máquina en t, dnum en t),

donde t es una variable que se inrementa ada vez que se ejeuta una instruión de la

máquina MT y tpl(x, y, z) es la funión primitiva reursiva de�nida por tpl(x, y, z) =
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2x3y5z. La funión primitiva reursiva g está de�nida por asos en el paso (10) de la

demostraión. De auerdo on el paso (11) de la demostraión, se de�ne la funión

p(2, 1) de la siguiente manera:

p(2, 1) = µy(h(2, 1, y) = 0)

= µy(ctr(g(2, 1, y + 1)) = 0),

donde la funión ctr devuelve el número y de tpl(x, y, z). La funión p(2, 1) alula el

menor y+1 tal que ctr(g(2, 1, y+1)) = 0. Finalmente de�nimos la funión f(2, 1) omo

f(2, 1) = lo(rft(g(2, 1, p(2, 1)))), donde la funión lo y la funión rft son funiones

primitivas reursivas de�nidas en los pasos (7) y (9) de la demostraión.

5. Cálulo de p(2, 1)
Para alular el valor de p(2, 1) y de allí el valor de f(2, 1) proedemos de la siguiente

manera: suponemos p(2, 1) onoido y operamos de una manera reursiva, ya que

la funión g depende del estado de la on�guraión t anterior, hasta un t = 0. Sea
p(2, 1) = n, entones para alular f(2, 1) = lo(rft(g(2, 1, n))) neesitamos g(2, 1, n);
para alular g(2, 1, n) neesitamos g(2, 1, n − 1); para alular g(2, 1, n − 1) neesi-

tamos g(2, 1, n − 2) y así suesivamente hasta alular g(2, 1, 0) = tpl(0, 1, k(2, 1)) =
tpl(0, 1, 55) de�nido en el paso (10) de la demostraión. Proedemos entones a rea-

lizar estos álulos.

a) Para t = 0:
g(2, 1, 0) = tpl(0, 1, 55)

b) Para t = 1:

c = ctr(g(2, 1, 0)) = ctr(tpl(0, 1, 55)) = 1
r = rft(g(2, 1, 0)) = rft(tpl(0, 1, 55)) = 55
l = ltf(g(2, 1, 0)) = ltf(tpl(0, 1, 55)) = 0
e(r) = 1 (Paridad)
α(c, e(r)) = α(1, 1) = 0
q(c, e(r)) = q(1, 1) = 2

Entones g(2, 1, 1) = tpl(0, 2, 55−· 1) = tpl(0, 2, 54)

) Los álulos neesarios para t = 2 hasta t = 13 se presentan en la tabla 2.3.

d) Por primera vez en el seguimiento ctr(g(2, 1, 13)) = ctr(tpl(0, 0, 0)) = 0. Esto
implia que n = 12, es deir, p(2, 1) = 12.

6. Cálulo de f(2, 1)
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t c r l e(r) α(c, e(r)) q(c, e(r)) g(2, 1, t)

2 2 54 0 0 3 1 tpl(0, 1, 27)

3 1 27 0 1 0 2 tpl(0, 2, 26)

4 2 26 0 0 3 1 tpl(0, 1, 13)

5 1 13 0 1 0 2 tpl(0, 2, 12)

6 2 12 0 0 3 1 tpl(0, 1, 6)

7 1 6 0 0 3 3 tpl(0, 3, 3)

8 3 3 0 1 0 4 tpl(0, 4, 2)

9 4 2 0 0 3 3 tpl(0, 3, 1)

10 3 1 0 1 0 4 tpl(0, 4, 0)

11 4 0 0 0 3 3 tpl(0, 3, 0)

12 3 0 0 0 1 5 tpl(0, 5, 1)

13 5 1 0 1 0 0 tpl(0, 0, 0)

Cuadro 2.3: Cálulo de p(2, 1).

Dado que p(2, 1) = 12, entones

f(2, 1) = lo(rft(g(2, 1, 12)))

= lo(rft(tpl(0, 5, 1)))

= lo(1)

= 0.

Sugerimos omparar las tablas 2.2 y 2.3 para observar que la omputaión realizada

es la misma.

7. Hemos demostrado entones que la funión Turing-omputable f(2, 1) = 0 se puede

de�nir omo una funión primitiva reursiva.

2.12. Tesis de Churh-Turing

La tesis de Churh-Turing, según la ual una funión es efetivamente alulable si y

sólo si es una funión reursiva, ha onoido bastantes disusiones, tanto por �lósofos omo

por matemátios.

El heho ruial de que las diversas araterizaiones de las funiones alulables por

un algoritmo hayan onduido a la lase de las funiones reursivas (Turing-omputables)

y el heho de que aún no se haya produido una funión efetivamente alulable que no

sea reursiva, onstituyen argumentos de peso o evidenia en favor de la onjetura onoida

omo tesis de Churh-Turing (extendida), tesis que a�rma que la lase de las funiones

pariales alulables es idéntia a la lase de las funiones reursivas pariales.
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De heho, aeptar omo válido este enuniado (puesto que no puede ser probado) implia

estableer de una vez por todas que la noión intuitiva de algoritmo orresponde a las

desripiones matemátias que han sido dadas (máquinas de Turing, reursividad, et.). En

otras palabras, aeptar la tesis equivale a a�rmar ategóriamente que: toda funión parial

alulable mediante un algoritmo es una funión reursiva parial.

La potenia de la tesis extendida de Churh-Turing radia en el heho de que se puedan

usar estrategias o ténias matemátias para probar la existenia o no de algoritmos para

un ierta lase partiular de problemas. Y, reíproamente, sabido de la existenia de un

proedimiento meánio o algoritmo partiular, poder a�rmar que el onjunto o funión

orrespondiente es reursivo.

Ejemplo 2.25. Como un onjunto es reursivamente enumerable si existe una funión re-

ursiva f tal f(0), f(1), . . . es una lista exhaustiva del onjunto, entones la tesis de Churh-
Turing ondue a la idea de que reursivamente enumerable es equivalente a efetivamente

enumerable.

Ejemplo 2.26.

1. Es sabido que: el onjunto A de los números de Gödel de las fórmulas de la teoría de

números N que son verdaderas, no es reursivo.

2. Apliando la tesis de Churh-Turing podemos entones a�rmar: no existe ningún

algoritmo que sirva para responder la pregunta: ¾es la fórmula α verdadera en N ?

3. Luego, no existe una funión de deisión f para el onjunto A. Así, A no es un onjunto

deidible (en sentido intuitivo)

Un sistema formal es reursivamente indeidible si el onjunto de los números de Gödel

de los teoremas del sistema no es reursivo. Usando la tesis de Churh-Turing podemos

observar que un sistema formal es indeidible si y sólo si no existe un algoritmo que pueda

responder la uestión: ¾es la fórmula α un teorema del sistema?

Teorema 2.13. Existe un subonjunto de N que es reursivamente enumerable pero no es

reursivo.

Demostraión. Presentaremos en este ontexto una justi�aión inompleta, dejando el

resto al uidado del letor.

1. Sea N el sistema formal de la teoría de números.

2. El onjunto A de los axiomas del sistema formal N es reursivo (a partir de los

números de Gödel de los mismos).

3. Puede diseñarse un proedimiento efetivo para listar el onjunto de teoremas de N
a partir del onjunto de axiomas A.
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4. Por la tesis de Churh-Turing, el onjunto de los teoremas de N es reursivamente

enumerable.

5. N es reursivamente indeidible.

6. Luego, el onjunto de los teoremas de N no es reursivo.

2.13. Ejeriios

Ejeriio 2.1. Demuestre que las funiones test de desigualdad denotada por ǫ y test de

igualdad denotada por δ son funiones primitivas reursivas.

ǫ(x, y) =

{

0 si x = y,

1 si x 6= y.
δ(x, y) =

{

1 si x = y,

0 si x 6= y.

Ejeriio 2.2. Demuestre que las siguientes funiones son primitivas reursivas:

1. rm(x, y) = residuo de la división de y por x.

2. qt(x, y) = oiente de la división de y por x.

3. [
√

x] = mayor entero ≤ √
x.

Ejeriio 2.3. Demuestre que la interseión y unión de dos onjuntos primitivos reursivos

y el omplemento de un onjunto primitivo reursivo, es un onjunto primitivo reursivo.

Ejeriio 2.4. Demuestre que los siguientes prediados son primitivos reursivos:

1. ≤.

2. >.

3. ≥.

4. | divide

5. P (x) : x es par.

6. I(x) : x es impar.

7. Pr(x) : x es primo.

Ejeriio 2.5. Demuestre que las siguientes funiones son primitivas reursivas:
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1. max(x1, x2, . . . , xn).

2. min(x1, x2, . . . , xn).

Ejeriio 2.6. Demuestre que la suesión de Fibonai de�nida por f(0) = 1, f(1) = 2,
f(k + 2) = f(k) + f(k + 1) para k ≥ 0, es primitiva reursiva.

Ejeriio 2.7. Demuestre que las siguientes funiones son primitivas reursivas:

1. f(0) = 2, f(1) = 4, f(k + 2) = 3f(k + 1)−· (2f(k) + 1).

2. f(0) = 5, f(n + 1) = f(n) · f(n−· 2) + f(n−· 5).

3. f(0) = 5, f(n + 1) = (n + 1)f(n) + n · f(n−· 3).

Ejeriio 2.8. El siguiente programa alula c empleando a omo entrada. Expresar c
omo funión de a

b := 3 + a;

 := 2 + a;

 :=  * b;

Ejeriio 2.9. Expresar el valor �nal de la variable suma omo una funión primitiva

reursiva.

for i := 1 to n do suma := suma + i ∗ i

Ejeriio 2.10. Expresar la funión if(x, y, z) omo una funión primitiva reursiva.

if(x, y, z) =

{

y si x > 0,

z si x = 0.

Ejeriio 2.11. Demuestre la segunda parte del teorema 2.5 (pág. 66).

Ejeriio 2.12. Las siguientes funiones no son regulares. Justifíquelo.

1. f(x, y) = x + y.

2. g(x, y) = (x−· y) + y.

Ejeriio 2.13. Veri�que que la funión f(x, y, z) = (x−· z) + (y−· z) es regular para la

variable z.
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Ejeriio 2.14. Implemente en algún lenguaje de programaión la funión de Akermann

y observe el reimiento de la funión para algunos valores (x, y) ontra el reimiento del

número de llamadas neesarias a la funión para alular dihos valores.

Ejeriio 2.15. La funión de Akermann es un ejemplo de una funión reursiva que no

es primitiva reursiva. La siguiente demostraión a�rma que la funión de Akermann es

una funión primitiva reursiva.

Demostraión. Cada �brazo� de la funión de Akermann puede ser expresado de la siguien-

tes forma:

1. A(0, y) = s(y), donde s(y) es la funión suesor.

2. A(x+1, 0) = A(Pr(x+1), s(z(0))) donde Pr es la funión predeesor y z es la funión

ero.

3. A(x + 1, y + 1) = A(Pr(x + 1), A(x + 1, P r(y + 1))).

Como ada �brazo� de la funión de Akermann puede ser expresado por una funión pri-

mitiva reursiva, o por omposiión de funiones primitivas reursivas, entones la funión

de Akermann es primitiva reursiva.

Expliar por qué la demostraión anterior no es válida.

Ejeriio 2.16. Presente un ejemplo de una funión estritamente reursiva parial (que

no sea total).

Ejeriio 2.17. Suponga que h es una funión parial reursiva la ual no es total y g es

una funión reursiva. Sea f = h ◦ g, ¾puede f ser una funión total?

Ejeriio 2.18. Para el ejemplo 2.17 (pág. 76) hallar un algoritmo más e�iente que deida

si un número n ∈ N es o no es un número primo.

Ejeriio 2.19. Para el onjunto del ejemplo 2.18 (pág. 76), ¾úal es el proedimiento de

deisión?

Ejeriio 2.20. El onjunto de las tautologías de la lógia de enuniados es un onjunto

deidible. ¾Cúal es el proedimiento de deisión?

Ejeriio 2.21. Demuestre que la funión del ejemplo 2.22 (pág. 77) es sobreyetiva y

reursiva.

Ejeriio 2.22. Demuestre el lema 2.1 (pág. 79).



98 Reursividad

2.14. Notas Bibliográ�as

Los textos [3, 4, 7, 15, 21, 26, 27, 34, 36, 39℄, entre otros, presentan una ontextualizaión

a las funiones reursivas. Las funiones y relaiones numério-teórias son presentadas por

[26℄. En relaión on la funión de Akermann, [15℄ presenta una demostraión de que no es

una funión primitiva reursiva; por otra parte, algunos de los datos del número de llamadas

de la funión de Akermann, fueron tomados de [9℄. Las noiones de onjunto enumerable

y onjunto efetivamente enumerable son presentas por [4℄, así omo los ejemplos 2.15

(pág. 75) y 2.23 (pág. 79) y el algoritmo presentado en el teorema 2.10 (pág. 80). Para la

demostraión de los lemas 2.3 (pág. 81), 2.4 (pág. 82) y 2.7 (pág. 84) seguimos a [7℄ y para el

lema 2.5 (pág. 83) seguimos a [4℄. Para la demostraión del teorema 2.12 (pág. 85) seguimos

la presentaión realizada por [3℄. El texto [21℄ y en espeial [7℄, ofreen una demostraión

muho más elaborada del mismo. En uanto a la tesis de Churh-Turing, [21, 34, 36℄ ofreen

algunos elementos, tanto histórios omo ténios.



Capítulo 3

Lenguajes y Gramátias

3.1. Alfabetos y Lenguajes

Un alfabeto será para nosotros, en este ontexto, ualquier onjunto de objetos que lla-

maremos símbolos indivisibles. Un ejemplo de ello es el alfabeto romano Σ = {a, . . . , z, A, . . . , Z}.
Un alfabeto básio en la omputaión es el onjunto Σ = {0, 1}.

3.1.1. De�niiones preliminares

De�niión 3.1 (Alfabeto). Un alfabeto es un onjunto enumerable (�nito o in�nito) de

símbolos indivisibles.

Ejemplo 3.1. Ejemplos de alfabetos:

Σ1 = {0, 1},
Σ2 = {/},
Σ3 = {(,¬}⋃{pi | i ∈ ω}.

De�niión 3.2 (Palabra). Una palabra es una suesión �nita de símbolos de un alfabeto

Σ. Como palabra de Σ se inluye la palabra vaía denotada por ε.

Ejemplo 3.2. Para Σ1 = {0, 1} son palabras α ≡ 00000, β ≡ 0101010101.
Para Σ3 = {∨,¬}⋃{pi | i ∈ ω} son palabras:

α1 ≡ ¬(p1 ∨ p2),
α2 ≡ ¬¬¬,
ε.

De�niión 3.3 (Lenguaje universal). El onjunto Σ∗ de todas las palabras que se pue-

den onstruir sobre un alfabeto Σ se denomina lenguaje universal para Σ, es deir: Σ∗ =
{a1a2 . . . an | n ∈ ω} ∪ {ε}, ai ∈ Σ.
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La de�niión que presentamos a ontinuaión (lenguaje sobre un alfabeto) es válida, pero

poo útil, puesto que lo que nos interesa en este ontexto es el poder dar una representaión

�nita o desripión �nita de un lenguaje in�nito. No obstante, para estos mismos propósitos

es importante que presentemos tal de�niión.

De�niión 3.4 (Lenguaje). Sea Σ un alfabeto. Un lenguaje L sobre Σ denotado por L(Σ)
es un subonjunto de Σ∗, es deir, L(Σ) es un lenguaje sobre Σ, si y sólo si, L(Σ) ⊆ Σ∗.

Ejemplo 3.3. Si Σ es un alfabeto, entones, Σ∗ y ∅ son lenguajes sobre Σ.

Ejemplo 3.4. Dado Σ = {a, b, . . . , z}, los siguientes onjuntos son lenguajes �nitos y por

ende tienen una desripión �nita.

1. L1(Σ) = {casa, hola, perro}.

2. L2(Σ) = {aaa, dfg, asd, jkl}.

Si el lenguaje L(Σ) es in�nito no podemos, bajo estas onsideraiones, desribir todas

sus palabras, lo ual nos obligará más tarde a busar otros métodos para su representaión

�nita (si tal osa es posible).

Ejemplo 3.5. Los siguientes lenguajes sobre Σ = {0, 1} son in�nitos:

1. L1(Σ) = {0, 01, 011, 0111, 01111, . . . }.

2. L2(Σ) = {α ∈ Σ∗ | l(α) = 3k, k ∈ ω}.

3. L3(Σ) = {α ∈ Σ∗ | α ≡ 0β, β ∈ Σ∗}.

3.1.2. Operaiones sobre palabras

Sobre el onjunto de palabras que pueden onstruirse sobre un alfabeto dado, podemos

de�nir una funión matemátia que asigne a ada palabra el número de símbolos de que

onsta, número que llamaremos longitud de diha palabra.

De�niión 3.5 (Longitud de una palabra). Dada un alfabeto Σ, existe una funión l: Σ∗ →
ω tal que:

l(ε) = 0,

l(αa) = l(α) + 1; α ∈ Σ∗, a ∈ Σ.

Ejemplo 3.6. Sea Σ = {a, b} entones

1. l(ε) = 0.

2. l(εa) = l(ε) + 1 = 1, a ∈ Σ,



3.1 Alfabetos y Lenguajes 101

3. l(ab) = l(a) + 1 = 1 + 1 = 2.

4. l(abc) = l(ab) + 1 = 2 + 1 = 3.

De�niión 3.6 (Conjunto de palabras de longitud n). Llamaremos Σn al onjunto de todas

las palabras de longitud n onstruibles sobre un alfabeto Σ, luego:

Σ0 = {ε},
Σ1 = {α | l(α) = 1},

...

Σn = {α | l(α) = n}.
El onjunto Σ∗ es el onjunto in�nito: Σ0 ∪ Σ1 ∪ Σ2 ∪ . . . , es deir:

Σ∗ =
∞⋃

n=0

Σn.

Dos palabras sobre un mismo alfabeto pueden ser ombinadas para formar una terera

mediante la operaión de onatenaión. La onatenaión α • β, de las palabras α y β, es
la palabra obtenida esribiendo β inmediatamente después de α.

De�niión 3.7 (Conatenaión de palabras). La onatenaión • es una ley de om-

posiión interna sobre Σ∗, es deir, es una apliaión •: Σ∗ × Σ∗ → Σ∗ de�nida por:

•(a1a2 . . . an, b1b2 . . . bm) = a1a2 . . . anb1b2 . . . bm.

En otros términos, sean α ≡ a1a2 . . . an, y β ≡ b1b2 . . . bm, palabras de Σ∗, entones:

α • β = αβ ≡ a1a2 . . . anb1b2 . . . bm.

Ejemplo 3.7. Sea Σ = {a, b, c, d}, entones:
1. aaa • bbb = aaabbb.

2. abcd • dcba = abcddcba.

De�niión 3.8 (Potenia de una palabra). Sea α una palabra sobre un alfabeto Σ, enton-

es:

α0 = ε,

α1 = α,

α2 = αα,

α3 = α2α,

...

αn = αn−1α para n > 0.
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Ejemplo 3.8. Si Σ = {1, 2, 3} entones:

1. α ≡ 12 y α2 ≡ 1212.

2. β ≡ 23 y β3 = β2β ≡ (23)2(23) = 232323.

Teorema 3.1. Si α, β ∈ Σ∗, entones l(α • β) = l(α) + l(β).

Demostraión. Ejeriio 3.7.

Teorema 3.2. Si α ∈ Σ∗, entones l(αn) = nl(α).

Demostraión. La demostraión se hará por induión.

1. Si n = 0 entones

l(α0) = l(ε) = 0 = 0 · 0 = 0 · l(ε).

2. Suponemos que si n = k, entones, l(αk) = kl(α).

3. Para n = k + 1:

l(αk+1) = l(αk • α)

= l(αk) + l(α)

= kl(α) + l(α)

= (k + 1)l(α).

De�niión 3.9 (Re�exión de una palabra). Sea α una palabra sobre un alfabeto Σ, y

α ≡ a1a2 . . . an−1an. De�nimos la re�exión de α, denotada por α−1, a la palabra: α−1 ≡
anan−1 . . . a2a1.

Ejemplo 3.9. Sea Σ = {a, b, c, o} y una palabra α ≡ acob entones α−1 ≡ boca.

3.1.3. Relaión entre los oneptos de monoide y lenguaje

Pasemos ahora a estudiar la estrutura algebraia del lenguaje universal. Iniialmente

presentamos las de�niiones de semigrupo y monoide.

De�niión 3.10 (Semigrupo). Sea L = {∗} un lenguaje de primer orden, ompuesto por

un símbolo de funión de aridez dos (∗). Un semigrupo S =< A, ∗ > es un modelo de L
que satisfae el siguiente axioma:

S |= ∀x∀y∀z((x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)) (asoiativa) (S-1)
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De�niión 3.11 (Monoide). Sea L = {∗, e} un lenguaje de primer orden, ompuesto por

un símbolo de funión de aridez dos (∗) y por un símbolo de onstante (e). Un monoide

M =< A, ∗, e > es un modelo de L que satisfae los siguientes axiomas:

M |= ∀x∀y∀z((x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)) (asoiativa) (M-1)

M |= ∀x(x ∗ e = e ∗ x = x) (existenia elemento neutro) (M-2)

Ejemplo 3.10. < N, ∗ > y < Z, + > son ejemplos de semigrupos. < N, ∗, 1 > y < Z, +, 0 >
son ejemplos de monoides.

Presentamos entones el teorema que presribe la estrutrua algebraia de un lenguaje

universal.

Teorema 3.3. Si Σ es un alfabeto y si < Σ∗, •, ε > es una estrutura donde; Σ∗ es el

lenguaje universal para Σ, • es la onatenaión de palabras, y ε es la palabra vaía, entones

< Σ∗, •, ε > es un monoide, llamado el monoide libre generado por Σ.

Demostraión.

1. • es una operaión errada bajo Σ∗, es deir:

< Σ∗, •, ε >|= ∀x∀y(x • y ∈ Σ∗).

2. < Σ∗, •, ε >|= ∀α∀β∀γ((α • β) • γ = α • (β • γ)) (axioma de asoiatividad).

3. < Σ∗, •, ε >|= ∀α(α • ε = ε • α = α) (axioma existenia de elemento neutro).

El teorema anterior a�rma que < Σ∗, •, ε > es un monoide. ¾Será esto ierto si reempla-

zamos Σ∗ por L?, es deir, ¾ualquier lenguaje L sobre un alfabeto Σ, on la operaión de

onatenaión y la palabra vaía, forman un monoide? Los siguientes ejemplos responderán

a la pregunta.

Ejemplo 3.11. Sea L = {α ∈ Σ∗ | l(α) = 3k, k ∈ ω}. Entones < L, •, ε > es un monoide.

Veamos que • es errada bajo L. Sean α, β ∈ L, entones:

l(α • β) = l(α) + l(β)

= 3k1 + 3k2; k1, k2 ∈ ω

= 3(k1 + k2); k1, k2 ∈ ω

= 3p, p ∈ ω, donde p = k1 + k2.

Luego, • es errada bajo L. Además L hereda la asoiativa de Σ∗ y e opera omo elemento

neutro (ε, donde l(ε) = 0 = 3(0) luego ε ∈ L). Podemos entones a�rmar que < L, •, ε >
es un monoide.
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Ejemplo 3.12. Sea L = {α ∈ Σ∗ | l(α) = 2k + 1, k ∈ ω}. Entones < L, •, ε > no es un

monoide. Veamos que • no es errada bajo L. Sean α, β ∈ L tales que, l(α) = 5 y l(β) = 7,
entones:

l(α • β) = l(α) + l(β)

= 5 + 7 = 12;

pero, 12 no se puede expresar omo 2k + 1 on k ∈ ω. Luego • no es errada bajo L.

3.1.4. Operaiones entre lenguajes

Sean L y L′ dos lenguajes sobre un alfabeto Σ. De�nimos las siguientes operaiones

entre ellos:

1. Re�exión: L−1 = {α−1 | α ∈ L}.

2. Unión: L⋃L′ = {α | α ∈ L ∨ α ∈ L′}.

3. Interseión: L⋂L′ = {α | α ∈ L ∧ α ∈ L′}.

4. Complemento: L = {α ∈ Σ∗ | α /∈ L}

5. Conatenaión: L • L′ = {α • β | α ∈ L ∧ β ∈ L′}.

6. Clausura de Kleene:

La lausura de Kleene de un lenguaje L, denotada por L∗, es el onjunto de todas

las palabras �nitas onstruibles on los elementos de L (inluyendo la palabra vaía),

esto es:

L∗ = {α ∈ Σ∗ | α = α1 • α2 • · · · • αn ∧ n ≥ 0 ∧ αi ∈ L}.
Podemos rear la suesión:

L0 = {ε},
Lk+1 = Lk • L;
Luego, L∗ =

⋃

n∈ω Ln, donde ω = {0, 1, 2, . . . }.
Observemos que si L = Σ, entones, L∗ = Σ∗.

7. Clausura positiva:

La lausura positiva de un lenguaje L, denotada por L+, es el onjunto de todas las

palabras �nitas onstruibles on los elementos de L, sin inluir la palabra vaía, es

deir:

L+ =
⋃

n∈N
Ln, donde N = {1, 2, . . . }.

Ejemplo 3.13. Sea L = {otla, cola, avu, aa} entones L−1 = {alto, aloc, uva, aa}.

Ejemplo 3.14. Sea L(Σ) = {α}, donde α ∈ Σ∗ entones L(Σ) • Σ∗ = {α • β | β ∈ Σ∗}.
Este lenguaje es el onjunto de todas las palabras que tienen pre�jo α.
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Ejemplo 3.15. Si Σ = {0, 1} y L(Σ) = {01, 1, 100} entones:

L0(Σ) = {ε},
L1(Σ) = L(Σ) = {01, 1, 100},
L2(Σ) = {0101, 011, 01100, 101, 11, 1100, 10001, 1001, 100100},
L3(Σ) = L2(Σ) • L(Σ),
L∗(Σ) =

⋃

n∈ω Ln(Σ).

Ejemplo 3.16. Sean L = {A, . . . , Z, a, . . . , z} y L′ = {0, . . . , 9}, entones:
L⋃L′ = {α | α es una letra o es un dígito }.
LL′ = {αβ | α es una letra y β es un dígito }.
L∗ = {α | α es una seuenia de letras (inluyendo la seuenia vaía) }.
L′+ = {α | α es una seuenia de dígitos (no inluye la seuenia vaía) }.
L(L⋃L′)∗ = {α | α es una seuenia de letras o dígitos y además α omienza por una letra

}.

3.2. Sistemas Formales y Sistemas Combinatorios

De�niión 3.12 (Sistema formal). Un sistema formal es una estrutura matemátia

SF =< Σ, Γ, Ψ, ∆ >, donde:

Σ: Alfabeto.

Γ: Conjunto de fórmulas (obtenido a partir de unas reglas de formaión de fórmulas).

Ψ: Conjunto de reglas de transformaión de fórmulas.

∆: Conjunto de axiomas.

Ejemplo 3.17. De�namos un sistema formal para la lógia de enuniados por LE =<
Σ, Γ, Ψ, ∆ > donde:

Σ = {¬,∨,∧,→,↔}⋃ {pi | i ∈ ω}⋃ {(, )}.
Γ está determinado por las siguientes reglas de formaión de fórmulas:

R-1 ∀i ∈ ω (pi ∈ Γ).

R-2 Si α ∈ Γ entones ¬(α) ∈ Γ.

R-3 Si α, β ∈ Γ entones (α) ∨ (β) ∈ Γ.

Ψ está formado por una únia regla llamada regla de separaión:

(α ∧ (α → β)) → β.
Un onjunto de axiomas ∆ está formado por:

Axioma-1 (α ∨ α) → α.

Axioma-2 α → (α ∨ β)

Axioma-3 (α ∨ β) → (β ∨ α).
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Axioma-4 (α ∨ β) → ((γ ∨ α) → (γ ∨ β)).

De�niión 3.13 (Sistema ombinatorio). Un sistema ombinatorio es una estrutura ma-

temátia SC =< Σp, Σa, Γ, Ψ, ∆ >, donde:

Σp: Alfabeto prinipal.

Σa: Alfabeto auxiliar.

Γ: Conjunto de fórmulas (obtenido a partir de una reglas de formaión de fórmulas).

Ψ: Conjunto de reglas de transformaión de fórmulas.

∆: Conjunto unitario de axiomas.

Ejemplo 3.18. Si examinamos las �guras 3.1(a), 3.1(b), 3.1() y 3.1(d), podemos desu-

brir que ada �gura se onstruye usando omo base la �gura anterior. Observemos el paso

de la �gura 3.1(a) a la �gura 3.1(b); este paso es una transformaión de ada uno de los

segmentos de reta, que es la �gura 3.1(a), en un onjunto de segmentos de reta. Si obser-

vamos la �gura 3.1(), veremos que ésta se obtiene de la �gura 3.1(b) efetuando la misma

transformaión a ada uno de los segmentos de reta que la omponen. La �gura 3.1(d) es

produto de haer la misma transformaión a la �gura 3.1() y así, suesivamente.

(a) (b) () (d)

Figura 3.1: Curva de Koh.

Éste es un ejemplo de lo que se onoe omo un fratal (tipo L). Vamos a de�nir

el fratal anterior onoido omo urva de Koh por medio de un sistema ombinatorio

SC =< Σp, Σa, Γ, Ψ, ∆ >, donde:

Σp = {L,+,−}. La interpretaión que damos a los símbolos de Σp es la siguiente: L:
segmento de reta, +: giro de 45◦ en el sentido de las manellias del reloj y −: giro de 45◦

en sentido inverso al de las maneillas del reloj.

Σa = {→}.
Γ: Conjunto de fratales obtenidos.

Ψ está ompuesto por una únia regla:

L → L − L + +L − L.
∆ = {L}.
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3.3. Gramátias Formales o de Frase Estruturada

3.3.1. Problema de la representaión

Con respeto al tratamiento de los lenguajes (arti�iales o naturales), un objetivo que se

plantea es el de formalizarlos. Por lo general los lenguajes �interesantes� son in�nitos; enton-

es surge el problema: ¾ómo representar un lenguaje in�nito? Hay dos posibles soluiones,

a saber:

1. Representaión analítia: máquinas abstratas.

2. Representaión generadora: sistema de generaión �nito on un onjunto �nito de

reglas (gramátia generativa).

3.3.2. Gramátias

De�niión 3.14 (Gramátia). Una gramátia está de�nida por una estrutura matemátia

G =< N , T , P , I >, donde:

N : Conjunto �nito de símbolos llamados No Terminales.

T : Conjunto �nito de símbolos llamados Terminales.

P : Conjunto de reglas de produión.

I: Axioma de iniio o símbolo iniial.

Los elementos de una gramátia presentan las siguientes araterístias:

G-1. Los onjuntos N y T son disjuntos (N ∩ T = ∅).

G-2. I /∈ (N ∪ T ).

G-3. Las produiones tienen la forma:

a) αAβ → γδη donde α, β, γ, δ, η ∈ (N ∪ T )∗; A = I ∨ A ∈ N .

b) La palabra αAβ reibe el nombre de �lado izquierdo� de la produión;.

) La palabra γδη reibe el nombre de �lado dereho� de la produión.

d) El símbolo �→� se lee: αAβ deriva en γδη.

Con respeto a la notaión, se utilizan letras mayúsulas para denotar los símbolos no

terminales y letras minúsulas para denotar los símbolos terminales.

De�niión 3.15 (Lenguaje generado por una gramátia). El lenguaje generado por una

gramátia G, denotado por L(G), es el onjunto de seuenias de símbolos terminales que

se pueden derivar a partir de I, es deir, L(G) = {α ∈ T ∗ | I →∗ α} donde, →∗ representa

ero o más produiones, es deir, α se puede obtener por suesivas derivaiones a partir de

I. Para efetos de failitar la notaión (uando no haya lugar a onfusión), vamos a denotar

L(G) por L.
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Ejemplo 3.19. Sea G =< N , T , P , I > donde:

I = I.
N = {ORACIÓN, SUJETO, PREDICADO, ARTÍCULO, ADVERBIO, SUSTANTIVO,

VERBO}.
T = {la, el, mujer, hombre, lee, esribe, adeuadamente, inadeuadamente}.
El onjunto P está formado por las siguientes reglas de produión:

P1: I → ORACIÓN

P2: ORACIÓN → SUJETO PREDICADO

P3: SUJETO → ARTÍCULO SUSTANTIVO

P4: ARTÍCULO → el

P5: ARTÍCULO → la

P6: SUSTANTIVO → hombre

P7: SUSTANTIVO → mujer

P8: PREDICADO → VERBO ADVERBIO

P9: VERBO → lee

P10: VERBO → esribe

P11: ADVERBIO → adeuadamente

P12: ADVERBIO → inadeuadamente

Observemos que ada una de las produiones satisfae el formato de�nido para las

mismas. Las palabras (en realidad son oraiones) que omponen a L son:

α1 ≡ la mujer lee adeuadamente

α2 ≡ la mujer lee inadeuadamente

α3 ≡ la mujer esribe adeuadamente

α4 ≡ la mujer esribe inadeuadamente

α5 ≡ el hombre lee adeuadamente

α6 ≡ el hombre lee inadeuadamente

α7 ≡ el hombre esribe adeuadamente

α8 ≡ el hombre esribe inadeuadamente

Observemos que por ejemplo:

β ≡ �el hombre lee�, no es una palabra de L. Para que lo fuera, sería neesario que AD-

VERBIO se pudiera derivar en vaío.

Ejemplo 3.20. Sea G ==< {A, B}, {0, 1}, P , I >, donde P está formado por las siguientes

reglas de produión:

I → 1B

I → 1

B → 0A

A → 1B

A → 1
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De auerdo on las reglas de produión, tenemos que:

I → 1B → 10A → 101B → 1010A → · · · → 10 . . . 101; es deir, L = (10)∗1.

Ejemplo 3.21. Sea G =< {A}, {a, b}, {I → A, A → aAb, A → ab}, I >. Con base en las

reglas de produión, tenemos:

I → A → aAb → aaAbb → aaaAbbb → · · · → a1a2 . . . anabb1b2 . . . bn; es deir, L = {anbn |
n ≥ 1}.

Ejemplo 3.22. Sea G una gramátia de�nida por las siguientes produiones:

I
1→ A

A
2→ aABC

A
3→ abC

CB
4→ BC

bB
5→ bb

bC
6→ bc

cC
7→ cc

El lenguaje asoiado on esta gramátia es, L = {anbncn | n ≥ 1}. Construyamos ini-

ialmente la derivaión para la palabra α ≡ aabbcc. En este aso indiamos la produión

utilizada en ada paso de la derivaión.

I
1→ A

2→ aABC
3→ aabCBC

4→ aabBCC
5→ aabbCC

6→ aabbcC
7→ aabbcc.

Ejemplo 3.23. Sea G una gramátia de�nida por las siguientes produiones:

I
1→ ACaB

Ca
2→ aaC

CB
3→ DB

CB
4→ E

AD
5→ AC

aD
6→ Da

aE
7→ Ea

AE
8→ ε
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El lenguaje asoiado on esta gramátia es L = {a2k}. Para a22

= a4 se obtiene la siguiente

derivaión:

I
1→ ACaB

2→ AaaCB
3→ AaaDB

6→ AaDaB
6→ ADaaB

5→ ACaaB
2→ AaaCaB

2→
AaaaaCB

4→ AaaaaE
7→ AaaaEa

7→ AaaEaa
7→ AaEaaa

7→ AEaaaa
8→ aaaa.

3.3.3. Taxonomía de las gramátias

Sean G =< N , T , P , I > una gramátia, α, β, γ ∈ (N
⋃

T )∗, A ∈ N
⋃ {I}, B ∈ N ,

a ∈ T , y ε es la palabra vaía.

La taxonomía de las gramátias está sustentada sobre el patrón de produiones que

pueden tener, tal omo está indiado en la tabla 3.1.

Tipo Nombre Produiones Comentarios

0 Gramátias no restringi-

das

αAβ → αγβ. Admiten produiones

que implian dere-

imiento. La únia

restriión, es que no

permite produiones de

la forma ε → γ.

1 Gramátias sensibles al

ontexto

αAβ → αγβ; γ 6= ε. No tiene produiones

ompresoras. Admite

I → ε (elegania en el

lenguaje que genera).

2 Gramátias independien-

tes del ontexto

A → γ; γ 6= ε. El ontexto es obligato-

riamente vaío. De este

tipo son la mayoría de

los lenguajes de progra-

maión. Admite I → ε.

3 Gramátias regulares,

gramátias de Kleene o

k-gramátias

Lineales o reursivas a la

dereha: A → aB y A →
a. Lineales o reursivas a

la izquierda: A → Ba y

A → a.

Pueden ontener a lo su-

mo un símbolo no termi-

nal en la parte dereha

de la produión. Admi-

te I → ε.

Cuadro 3.1: Taxonomía de las gramátias.

Para ada tipo de gramátia existe un tipo de lenguaje y para ada tipo de lenguaje

existe un tipo de máquina (abstrata) que reonoe las palabras de ese lenguaje. La tabla 3.2

esquematiza esta situaión.

Finalmente diremos que G3 ⊆ G2 ⊆ G1 ⊆ G0, luego, L(G3) ⊆ L(G2) ⊆ L(G1) ⊆ L(G0).
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Tipo gramátia Tipo lenguaje Reonoedor

Gramátias no restringidas

(tipo 0) G0.

Lenguajes no restringidos

L(G0).
Máquina de Turing.

Gramátias sensibles al

ontexto (tipo 1) G1.

Lenguajes sensibles al on-

texto L(G1).
Autómatas linealmente in-

dependientes.

Gramátias independientes

del ontexto (tipo 2) G2.

Lenguajes independientes

del ontexto L(G2).
Autómatas de pila (stak).

Gramátias regulares (tipo

3) G3.

Lenguajes regulares L(G3). Autómatas de estado �nito.

Cuadro 3.2: Gramátias, lenguajes y reonoedores.

Ejemplo 3.24. La gramátia del ejemplo 3.20 (pág. 108) es una gramátia tipo 3; la del

ejemplo 3.21 (pág. 109) es una tipo 2; la del ejemplo 3.22 (pág. 109) es una tipo 1 y la del

ejemplo 3.23 (pág. 109) es una tipo 0.

3.3.4. Notaión alternativa para las gramátias

De�niión 3.16 (Notaión BNF). Un tipo de notaión muy utilizada en informátia para

esfei�ar gramátias es la notaión BNF (Bakus - Nour Form):

BNF-1 Los símbolos no terminales se enierran entre <>.

BNF-2 Las produiones tienen la forma α ::= β.

BNF-3 Si existen varias derivaiones de un mismo �símbolo�, éstas se representan por α ::=
β1 | · · · | βn.

Ejemplo 3.25.

I ::=< lista >

< lista > ::=< lista > + < dígito >

| < lista > − < dígito >

| < dígito >

< dígito > ::= 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

Algunas palabras son: α1 ≡ 3 − 3 + 2, α2 ≡ 1 + 2 − 3, et.
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Ejemplo 3.26.

I ::=< entero >

< entero > ::=< entero − con − signo >

| < entero − sin − signo >

< entero − con − signo > ::= + < entero − sin − signo >

| − < entero − sin − signo >

< entero − sin − signo > ::=< dígito >

| < dígito >< entero − sin − signo >

< dígito > ::= 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

Algunas palabras son: -344, 567, +9784, 8, 0000, et.

3.3.5. Algunos aspetos sobre las gramátias

De�niión 3.17 (Árbol de análisis sintátio). El objetivo del árbol de análisis sintátio es

ilustrar la derivaión de una adena del lenguaje a partir del símbolo iniial de la gramátia.

Este árbol también es llamado árbol de parsing o árbol de derivaión. La onstruión del

árbol de análisis sintátio está dirigida por las siguientes reglas:

1. La raíz es el símbolo iniial.

2. Las hojas son símbolos terminales.

3. Los nodos interiores son símbolos no terminales.

4. Si α es un nodo interior y β1, β2, . . . , βn son sus hijos de izquierda a dereha, entones

α → β1β2 . . . βn es una produión.

Ejemplo 3.27. Sea G una gramátia de�nida por las siguientes produiones:

I → E

E → E + E | E − E | D

D → 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

La �gura 3.2 representa el árbol de análisis sintátio para la palabra α ≡ 1 + 2 + 3.

La de�niión que realizamos del árbol de análisis sintátio es válida úniamente para

gramátias tipo II o gramátias tipo III, es deir, gramátias para las uales el ontexto del

lado izquierdo de ualquier produión es vaío.
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Figura 3.2: Árbol de análisis sintátio para α ≡ 1 + 2 + 3.

De�niión 3.18 (Derivaión: izquierda y dereha). La derivaión por izquierda onsiste

en sustituir en ada paso de la derivaión de una adena el símbolo no terminal más a la

izquierda perteneiente a ella. Similarmente, la derivaión por dereha onsiste en sustituir

en ada paso de la derivaión de una adena el símbolo no terminal más a la dereha

perteneiente a ella.

Ejemplo 3.28. Sea G una gramátia de�nida por las siguientes produiones:

I → E

E → E + E

| (E)

| −E

| 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

Sea α ≡ −(3 + 1).
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Derivaión por la izquierda:

I → E

→ −E

→ −(E)

→ −(E + E)

→ −(3 + E) se sustituyó el símbolo no terminal más a la izquierda

→ −(3 + 1)

Derivaión por la dereha:

I → E

→ −E

→ −(E)

→ −(E + E)

→ −(E + 1) se sustituyó el símbolo no terminal más a la dereha

→ −(3 + 1)

La �gura 3.3 representa los árboles de derivaión para la derivaión por la izquierda y

para la derivaión por la dereha que hemos realizado. Es deir, sin importar qué derivaión

realizamos, obtenemos para la palabra α ≡ −(3 + 1) el mismo árbol de análisis sintátio.
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( E
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��

��
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??

??
??

)

E + E

3 1

Figura 3.3: Árbol de derivaión por la dereha y por la izquierda para α ≡ 3 + 1.
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De�niión 3.19 (Ambigüedad). Sea G =< N , T , P , I > una gramátia. Se die que G es

ambigua si (las siguientes ondiiones son equivalentes):

1. Existe α ∈ L(G) tal que I
∗→1 α y I

∗→2 α, son dos derivaiones diferentes para α. Es
deir existen β1, β2, . . . , βn y γ1, γ2, . . . , γm tales que:

I → α1 ∧ α1 → β2 ∧ · · · ∧ βn−1 → βn ∧ βn → α y

I → γ1 ∧ γ1 → γ2 ∧ · · · ∧ γm−1 → γm ∧ γm → α.

2. Existe más de una derivaión por el mismo sentido para una palabra α ∈ L(G).

3. Una palabra α ∈ L(G) tiene más de un árbol de análisis sintátio.

Ejemplo 3.29. Sea G una gramátia de�nida por las siguientes produiones:

I → E

E → E + E | E − E

| 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

La �gura 3.4 representa dos árboles de análisis sintátio para la palabra α ≡ 1− 2 + 3.
Luego la gramátia G es ambigua.
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1 E + E E − E 3

2 3 1 2

Figura 3.4: Árboles de análisis sintátio para α ≡ 1 − 2 + 3.

Ejemplo 3.30. Sea G la gramátia para el if-else de�nida por:
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I → PROP

PROP → if EXP then PROP

PROP → if EXP then PROP else PROP

PROP → OTRA

PROP → p1 | p2

EXP → e1 | e2

OTRA → PROP

Sea α ≡ if e1 then if e2 then p1 else p2. Las �guras 3.5 y 3.6 representan dos árboles de

derivaión para α.

I
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XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

if EXP then PROP

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

��
��

��
��

��
��

��
��

77
77

77
77

77
77

77
77

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

e1

if EXP then PROP else PROP

e2 p1 p2

Figura 3.5: Primer árbol de análisis sintátio on base en una gramátia ambigua para

α ≡ if e1 then if e2 then p1 else p2.

De auerdo on lo anterior, la gramátia G para el if-else es ambigua. El problema

onsiste en el emparejamiento del else. La soluión es formalizar en la gramátia la siguiente

regla: emparejar ada else on el if más erano (está es la regla usual que implementan

los lenguajes de programaión).
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JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ else PROP

e1 p2

if EXP then PROP

e2 p1

Figura 3.6: Segundo árbol de análisis sintátio on base en una gramátia ambigua para

α ≡ if e1 then if e2 then p1 else p2.

Entones, la gramátia G para el if-else no ambigua está de�nida por:

I → PROP

PROP → IF

PROP → IFE

IFE → if EXP then IFE else IFE

IFE → OTRA

IF → if EXP then PROP

IF → if EXP then IFE elseIFE

EXP → e1 | e2

OTRA → p1 | p2

La �gura 3.7 representa el árbol de parsing para la palabra:

α ≡ if e1 then if e2 then p1 else p2.

De�niión 3.20 (Reursividad). La reursividad de un gramátia es el sentido en el ual

ree el árbol de análisis sintátio.

Ejemplo 3.31. Sea L = {αβ | α ≡ 1 y β es una seuenia de ero o más 01} un lenguaje.

Para L vamos a onstruir una gramátia reursiva por la dereha y una gramátia reursiva

por la izquierda:
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I

PROP

IF
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if EXP then PROP

e1 IFE

fffffffffffffffffffffffffffffff
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tt
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tt

tt
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if EXP then IFE else IFE

e2 OTRA OTRA

p1 p2

Figura 3.7: Árbol de análisis sintátio on base en una gramátia no ambigua para α ≡
if e1 then if e2 then p1 else p2.

1. Gramátia reursiva por la dereha:

I → 1B | 1

A → 1B | 1

B → 0A

Analizando estas produiones, podemos realizar la siguiente simpli�aión:

I → A

A → 1B | 1

B → 0A

Y analizando de nuevo las produiones obtenidas, podemos realizar la siguiente sim-

pli�aión:

I → A

A → 10A | 1
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Con lo ual podemos observar que la gramátia ree por la dereha. En este aso

L = (10)∗1. Para la palabra α ≡ 10101, el árbol de análisis sintátio, el ual re�eja

la reursividad por la dereha, está representado por la �gura 3.8.
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Figura 3.8: Reursividad por la dereha para α ≡ 10101.

2. Gramátia reursiva por la izquierda:

I → B1 | 1

A → B1 | 1

B → A0

Analizando estas produiones podemos realizar la siguiente simpli�aión:

I → A

A → B1 | 1

B → A0

Y analizando de nuevo las produiones obtenidas, podemos realizar la siguiente sim-

pli�aión:

I → A

A → A01 | 1

Así podemos observar que la gramátia ree por la izquierda. En este aso, L =
1(01)∗. Para la palabra α ≡ 10101, el árbol de análisis sintátio, que re�eja la reur-

sividad por la izquierda, está representado por la �gura 3.9.
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Figura 3.9: Reursividad por la izquierda para α ≡ 10101.

3.3.6. Algunos teoremas sobre gramátias

Teorema 3.4. Una gramátia es sensible al ontexto (tipo 1), si y sólo si para las produ-

iones de la forma α → β, se tiene que l(α) ≤ l(β).

Demostraión. Si G es de tipo 1, las produiones son de la forma: αAβ → αγβ(γ 6= ε);
donde α, β, γ ∈ (N

⋃
T )∗, A ∈ N

⋃
I, y ε es la palabra vaía, entones:

l(αAβ) = l(α) + l(A) + l(β);

omo l(A) = 1 y l(γ) ≥ 1, porque γ 6= ε,

l(αAβ) ≤ l(α) + l(γ) + l(β)

≤ l(αγβ).

Teorema 3.5. Si G es una gramátia lineal dereha, entones existe una gramátia lineal

dereha G′, tal que G′ es equivalente a G y G′ no ontiene produiones de la forma A → bI,
donde I es el símbolo iniial, ni ontiene produiones de la forma A → ε, donde ε es la

palabra vaía.

Demostraión.
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1. Eliminaión de las produiones A → ε
Sea G on las siguientes produiones:

I → bB

B → aB

B → ε

Entones G′ queda así:

I → bB

I → b

B → aB

B → a

2. Eliminaión de las produiones A → bI
Sea G on las siguientes produiones:

I → bA

A → aI

A → a

Entones G′ queda así:

I → bA

B → bA

A → aB

A → a

Teorema 3.6. Para toda gramátia lineal dereha (tipo 3) existe una gramátia lineal iz-

quierda (tipo 3) equivalente.

Demostraión. El teorema se demuestra on base en la onstruión de grafos asoiados

on las gramátias. La gramátia lineal dereha no debe ontener produiones de la forma

A → bI, ni produiones de la forma A → ε; el umplimiento de estas restriiones se puede

garantizar por el resultado del teorema 3.5 (pág. 120).

Iniialmente indiamos la onstruión de un digrafo ~G para una gramátia lineal dereha

G:

1. Nodos: Símbolos no terminales, más I y ε.
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2. Aros: Existe un aro del nodo v1 al nodo v2, etiquetado on c, si y sólo si, v1 → cv2

es una produión de G.
En este aso la produión de las palabras es de izquierda a dereha. Para el digrafo ~G,
ambiamos I por ε e invertimos los aros. Así obtenemos un nuevo digrafo ~G′. El digrafo
~G′ orresponde al digrafo de una gramátia lineal izquierda G′ equivalente a la gramátia

lineal dereha G. La letura del digrafo ~G′ se realiza bajo las siguientes onveniones:

1. Nodos: Símbolos no terminales, más I y ε.

2. Aros: Existe un aro del nodo v1 al nodo v2, etiquetado on c, si y sólo si, v1 → v2c
es una produión de G′.

En este aso la produión de las palabras es de dereha a izquierda. Entones, a partir

del digrafo ~G′ se puede obtener la gramátia lineal izquierda G′ equivalente a la gramátia

lineal dereha G.

Ejemplo 3.32. Sea G una gramátia lineal dereha:

I → 1B | 1

A → 1B | 1

B → 0A,

donde L = (10)∗1.
La �gura 3.10 representa el digrafo ~G para G. Entones ambiamos I por ε e invertimos

los aros, on lo ual obtenemos un nuevo digrafo ~G′, representado por la �gura 3.11.
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Figura 3.10: Digrafo para la gramátia lineal dereha G.

De auerdo on la �gura 3.11, tenemos que la gramátia lineal izquierda G′ está formada

por las siguientes produiones:

I → A1 | 1

A → B0

B → 1 | A1,
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Figura 3.11: Digrafo para la gramátia lineal izquierda G′.

donde L = 1(01)∗.

Entones G es un gramátia lineal dereha y G′ es la gramátia lineal izquierda equiva-

lente a G, obtenida por el método expuesto en el teorema 3.6 (pág. 121).

3.4. Expresiones Regulares

Las expresiones regulares introduidas por Stephen Kleene para denotar onjuntos re-

gulares (lenguajes regulares) y son de uso freuente en la desripión de la sintáxis de los

lenguajes de programaión.

De�niión 3.21 (Expresión regular). Presentamos una de�niión reursiva para las ex-

presiones regulares. Sea Σ un alfabeto, entones:

1. ε (palabra vaía) es un expresión regular de Σ.

2. Si r ∈ Σ, entones r es un expresión regular de Σ.

3. Si r y s son expresiones regulares que denotan los lenguajes L(r) y L(s) respetiva-

mente, entones:

a) r | s es un expresión regular, que denota la unión de L(r) y L(s).

b) (r)(s) es un expresión regular, que denota la onatenaión de L(r) y L(s).

) (r)∗ es un expresión regular, que denota la lausura de Kleene de L(r).

La preedenia de los operadores de mayor a menor es ∗, (), |. Además todos los opera-

dores son asoiativos por la izquierda, por ejemplo (a) | ((b∗))(c) ≡ a | b∗c.

Ejemplo 3.33. Sea Σ = {a, b}, entones:

1. Si r ≡ a | b entones L(r) = {a, b}.
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2. Si r ≡ (a | b)(a | b) entones L(r) = {aa, ab, ba, bb}.

3. Si r ≡ a∗ entones L(r) = {ε, a, aa, aaa, . . . }.

4. Si r ≡ (a|b)∗ entones L(r) = {todas las adenas de a y b inluyendo ε}.

5. Si r ≡ a|a ∗ b entones L(r) = {a, b, ab, aab, aaab, . . . }.

De�niión 3.22 (De�niión regular). Una de�niión regular tiene el formato:

nombre → expresión regular

Ejemplo 3.34. La de�niión regular para un identi�ador viene dada por:

identificador → letra(letra | dígito)∗

letra → A | · · · | Z | a | · · · | z

dígito → 0 | · · · | 9.

Ejemplo 3.35. La de�niión regular para un número real sin signo viene dada por:

dígito → 0 | · · · | 9

dígitos → dígito dígito∗

decimal → .dígitos | ε

exponente → (E(+ | − | ε) dígitos) | ε

número → dígitos decimal exponente.

Abreviaión en la notaión:

1. Uno o más asos: +.

2. Cero o más asos: ∗.

3. Cero o un aso: ?.

4. Clase de arateres: [abc] ≡ (a | b | c y [a − z] ≡ (a | . . . | z).

Ejemplo 3.36. La de�niión regular para un número real sin signo, usando abreviaiones

en la notaión, viene dada por:

dígito → [0 − 9]

dígitos → dígito+

decimal → .dígitos?

exponente → (E(+ | −)? dígitos)?

número → dígitos decimal exponente.
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3.5. Ejeriios

Ejeriio 3.1. Sea Σ = {a, b, c, d, e}:

1. ¾Cuál es el ardinal de Σ2 y de Σ3?

2. ¾Cuántas palabras de Σ∗ tienen una longitud de al menos ino?

Ejeriio 3.2. Para Σ = {w, x, y, z}, determine el número de palabras de Σ∗ de longitud

ino tal que:

1. Que omienen por w.

2. Con preisamente dos w.

3. Sin w.

4. Con un número par de w.

Ejeriio 3.3. Si α ∈ Σ∗ y l(α4) = 36 (longitud), ¾uánto es l(α)?

Ejeriio 3.4. Sea Σ = {β, x, y, z}, donde β denota un espaio en blano, de modo que

xβ 6= x, ββ 6= β y xβy 6= xy, pero xεy = xy. Calule lo siguiente:

1. l(ε).

2. l(εε).

3. l(β).

4. l(ββ).

5. l(β3).

6. l(xββy).

7. l(βε).

8. l(ε10).

Ejeriio 3.5. Para el alfabeto Σ = {0, 1}, sean A, B, C ∈ Σ∗ los siguientes lenguajes:

A = {0, 1, 00, 11, 000, 111, 0000, 1111},
B = {α ∈ Σ∗ | 2 ≤ l(α)},
C = {α ∈ Σ∗ | 2 ≥ l(α)}.
Determine los siguientes lenguajes de Σ∗:

1. A ∪ B.
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2. A − B.

3. A △ B.

4. A ∩ B.

5. B ∩ C.

6. B ∪ C.

7. (A ∩ C)∗.

8. A∗ ∩ C∗.

9. A∗ ∩ B∗.

Ejeriio 3.6. Sean A = {10, 11}, B = {00, 1} lenguajes para el alfabeto Σ = {0, 1}.
Determine los siguientes lenguajes:

1. AB.

2. BA.

3. A2.

4. B2.

Ejeriio 3.7. Demostrar el teorema 3.1 (pág. 102).

Ejeriio 3.8. Considere las siguientes gramátias:

1. Gramátia G1:

I → ε

I → S

S → SS

S → c

2. Gramátia G2:

I → ε

I → S

S → cSd

S → cd
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3. Gramátia G3:

I → ε

I → S

S → Sd

S → cS

S → c

S → d

4. Gramátia G4:

I → cS

S → d

S → cS

S → Td

T → Td

T → d

5. Gramátia G5:

I → ε

I → S

S → ScS

S → c

a. Desribir L(Gi) para i = 1, 2, 3, 4, 5.

b. Indiar ualquier inlusión L(Gi).

. Para ada lenguaje L(Gi), dar una derivaión de una palabra de longitud 4.

Ejeriio 3.9. Construya una gramátia que genere ada uno de los siguientes lengujes:

1. {0m1n | m ≥ n ≥ 0}.

2. {0m1n | m impar y n par o n impar y m par}.

3. {0k1m0n | n = k + m}.

4. {wcw | w ∈ {0, 1}∗}.
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Ejeriio 3.10. ¾Es posible onstruir el árbol de análisis sintátio para la gramátia G

que genera el lenguaje L(G) = {anbncn; n ≥ 1} presentada en el ejemplo 3.22 (pág. 109)?

Por qué?

Ejeriio 3.11. Demuestre que las siguientes gramátias son ambiguas:

1. Gramátia G1:

I → A

A → A0A

A → 1

2. Gramátia G2:

I → A

A → B0

A → A0

B → B0

A → 1

B → 1

3. Gramátia G3:

I → S

S → bA | aB

A → a | aS | bAA

B → b | bS | aBB

Ejeriio 3.12. Para la gramátia G3 del ejeriio 3.11, onstruir una gramátia no ambi-

gua.

Ejeriio 3.13. Obtener una derivaión por la izquierda para la palabra α ≡ abaca, que
sea distinta a la derivaión por la dereha siguiente:

I → S → ScS → Sca → SbSca → Sbaca → abaca;

para la gramátia

I → S

S → SbS | ScS | a
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Ejeriio 3.14. ¾Es posible obtener una gramátia regular que sea ambigua? Si se puede,

dar un ejemplo. Si no, justi�que su respuesta.

Ejeriio 3.15. Una produión regular por la izquierda es una produión de la forma A →
Bw donde A y B son no terminales y w es terminal. Una produión regular por la dereha

es una produión de la forma A → wB. Por tanto, las gramátias regulares por la izquierda

y las gramátias regulares por la dereha ontienen solamente produiones regulares por

la izquierda y produiones regulares por la dereha, respetivamente. Demuestre que una

gramátia regular no puede ontener ambos tipos de produiones.

Ejeriio 3.16. Determine el tipo de las siguientes gramátias. Presente todas las ara-

terizaiones que sean posibles.

1. Gramátia G1:

I → B

B → bB

B → b

B → aA

A → aB

A → bA

A → a

2. Gramátia G2:

I → AB

AB → BA

A → aA

B → Bb

A → a

B → b
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3. Gramátia G3:

I → A

I → AAB

Aa → ABa

B → BA

A → aa

Bb → ABb

AB → ABB

B → b

4. Gramátia G4:

I → BAB

I → ABA

A → AB

B → BA

A → aA

A → ab

B → b

5. Gramátia G5:

I → C

C → AAC

AA → B

B → bB

A → a

Ejeriio 3.17. Construya la gramátia que genere las palabras no nulas que tengan la

propiedad dada:

1. Palabras de�nidas sobre {a, b} que empieen por a.

2. Palabras de�nidas sobre {a, b} que terminen en ba.

3. Palabras de�nidas sobre {a, b} que ontengan ba.

4. Números on punto �otante (omo 0,294, 89,0, 67,284).
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5. Números exponeniales (que inluyen a los números on punto �otante y a otros tales

omo 6,9E3, 8E12, 9, 6E − 4, 9E − 10).

Ejeriio 3.18. Una palabra α es un palíndromo si es su propio reverso, esto es α = α−1.

Un lenguaje L es palíndromo si ada una de sus palabras es un palíndromo. Sean las

gramátias:

1. Gramátia G1:

I → S

S → aSa

S → aSb

S → bSb

S → bSa

S → aa

S → bb

2. Gramátia G2:

I → S

S → aS

S → Sa

S → bS

S → Sb

S → a

S → b

a. Desribir informalmente L(G1) y L(G2).

b. ¾Es alguno de ellos un lenguaje palíndromo?

Ejeriio 3.19. Obtener una gramátia regular para los siguientes lenguajes:

1. a∗b | a.

2. a∗b | b∗a.

3. (a∗b | b∗a)∗.
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Ejeriio 3.20. La gramátia dada por

I → S

S → bA | aB | ε

A → abaS

B → babS

genera un lenguaje regular. Obtener una expresión regular para este lenguaje.

Ejeriio 3.21. Sean r, s y t expresiones regulares sobre el mismo alfabeto Σ. Demuestre:

1. r | s = s | r.

2. r | ∅ = r = ∅ | r.

3. r | r = r.

4. r∅ = ∅r = r.

5. (rs)t = r(st).

6. r∗ = r∗∗ = r∗r∗.

3.6. Notas Bibliográ�as

La de�niión y operaiones sobre las palabras y/o lenguajes son presentadas por [1, 6,

12, 14, 20℄. Las de�niiones de semigrupo y monoide fueron tomadas de [24℄. La relaión

entre monoide y lenguaje es presentada por [22℄. Los sistemas formales son presentados por

[12, 23℄. El ejemplo 3.18 (pág. 106) de un sistema ombinatorio fue tomado de [12℄. Varios

textos presentan los elementos relaionados on las gramátias (de�niión, derivaiones por

la izquierda y por dereha, reursividad, ambigüedad); algunos de ellos son [1, 6, 19, 20℄.

La lasi�aión de las gramátias es presentada por [6℄. La notaión BNF es presentada por

[1, 19℄. Las expresiones regulares son presentadas por [1, 6, 20℄.



Capítulo 4

Autómatas de Estado Finito

Siguiendo el ontexto de la teoría general de sistemas representamos un sistema S por

la �gura 4.1.

entrada- sistema -salida

Figura 4.1: Representaión de un sistema (1).

1. Elementos del sistema

E-1 x(t): Vetor de entradas al sistema (en un tiempo disreto), es deir,

x(t) =








x1(t)
x2(t)
...

xn(t)








.

E-2 s(t): Reaiones exógenas del sistema (en un tiempo disreto), es deir,

s(t) =








s1(t)
s2(t)
...

sm(t)








.

E-3 De�nimos Σ omo el espaio de entradas al sistema, es deir,

Σ = {xi(t), i = 1, . . . , n}.
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E-4 De�nimos Γ omo el espaio de on�guraiones internas (reaiones endógenas

frente a x(t)).

E-5 De�nimos ∆ omo el espaio de reaiones exógenas del sistema, es deir,

∆ = {si(t), i = 1, . . . , m}.

2. Comportamiento del sistema

C-1 La funión endógena δ representa el omportamiento interno del sistema y está

de�nida por:

δ: Γ × Σ → Γ.

C-2 La funión exógena λ representa la salida del sistema y está de�nida por:

λ: Γ × Σ → ∆.

Entones nuestro sistema S queda representado por la �gura 4.2.

Σ - Γ -∆

Figura 4.2: Representaión de un sistema (2).

4.1. Máquinas de Estado Finito

De�niión 4.1 (Máquina de estado �nito). Una máquina de estado �nito está de�nida

por la estrutura matemátia MFE =< Σ, ∆, Γ, δ, λ, k0 >, donde:

Σ: Alfabeto de entrada (�nito y diferente de vaío).

∆: Alfabeto de salida (�nito y diferente de vaío).

Γ: Conjunto de estados (�nito y diferente de vaío).

δ: Funión de estado siguiente, de�nida por: δ: Γ × Σ → Γ.
λ: Funión de salida, de�nida por: λ: Γ × Σ → ∆.

k0: Estado iniial (k0 ∈ Γ).

Para onretizar las diferentes representaiones de una máquina de estado �nito, uti-

lizaremos un ejemplo lásio de una máquina de estado �nito, el ual orresponde a un

sumador binario.

Ejemplo 4.1. Construyamos una máquina de estado �nito que modele el omportamiento

de un sumador binario on dos entradas, esquematizado por la �gura 4.3. Sea MFE =<
Σ, ∆, Γ, δ, λ, k0 >, donde: Σ = {(00), (01)(10), (11)}, ∆ = {0, 1}, Γ = {N, A} (N : No

aarreo; A: Aarreo) y k0 = N .

Las funiones δ y λ dependen de la representaión que se esoja para la máquina de

estado �nito. Estas representaiones serán desritas a ontinuaión.
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e1

e2
-
-

Sumador binario - s

Figura 4.3: Sumador binario.

De�niión 4.2 (Diagrama de transiión). Una máquina de estado �nito se puede repre-

sentar por medio de una digrafo, llamado digrafo de transiión, siguiendo las siguientes

onveniones:

1. Nodos: ki ∈ Γ.

2. Aros: Existe una aro del nodo qi al nodo qj , etiquetado on e/s, si y sólo si, δ(qi, e) =
qj y λ(qi, e) = s.

3. Se oloa un aro no etiquetado para indiar el estado iniial k0.

Ejemplo 4.2. La �gura 4.4 representa el diagrama de transiión para el sumador binario.

// GFED@ABCN

00/0

JJ

01/1




10/1
��

11/0

##
?>=<89:;A

10/0

TT
11/1

JJ

01/0




00/1

cc

Figura 4.4: Diagrama de transiión para un sumador binario (1).

Observaión. Si existen varios aros del nodo qi al nodo qj , para simpli�ar el diagrama,

éstos se pueden representar mediante uno sólo aro on varias etiquetas (tal omo lo india

la �gura 4.5).

// GFED@ABCN

00/0
01/1
10/1

JJ

11/0

##
?>=<89:;A

01/0
10/0
11/1





00/1

cc

Figura 4.5: Diagrama de transiión para un sumador binario (2).

De�niión 4.3 (Tabla de transiión). Una máquina de estado �nito se puede representar

por medio de una tabla T de transiión, siguiendo las siguientes onveniones:
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1. Filas: Estados.

2. Columnas: Símbolos del alfabeto de entrada Σ.

3. Ti,j = (q′, s′), si y sólo si,
(
δ(qi, ej) = q′ ∧ λ(qi, ej) = s′

)
.

4. Se denota el estado iniial ko, subrayando éste en la �la orrespondiente a los estados.

Ejemplo 4.3. La tabla 4.1 representa la tabla de transiión para el sumador binario.

Γ/Σ 00 01 10 11

N N, 0 N, 1 N, 1 A, 0

A N, 1 A, 0 A, 0 A, 1

Cuadro 4.1: Tabla de transiión para un sumador binario.

De�niión 4.4 (Representaión explíita). Finalmente, una máquina de estado �nito se

puede representar listando explíitamente todos sus omponentes. Esta forma de represen-

taión reibe el nombre de representaión explíita.

Ejemplo 4.4. Para el sumador binario tenemos la siguiente representaión explíita: Σ =
{(00), (01)(10), (11)}, ∆ = {0, 1}, Γ = {N, A} (N : No aarreo; A: Aarreo), k0 = N y

δ(N, 00) = N λ(N, 00) = 0
δ(N, 01) = N λ(N, 01) = 1
δ(N, 10) = N λ(N, 10) = 1
δ(N, 11) = A λ(N, 11) = 0
δ(A, 00) = N λ(A, 00) = 1
δ(A, 01) = A λ(A, 01) = 0
δ(A, 10) = A λ(A, 10) = 0
δ(A, 11) = A λ(A, 11) = 1.

De�niión 4.5 (Máquina de Mealy). Una máquina de Mealy está de�nida por la estrutura

matemátia MMEALY =< Σ, ∆, Γ, δ, λ >, donde:

Σ: Alfabeto de entrada (�nito y diferente de vaío).

∆: Alfabeto de salida (�nito y diferente de vaío).

Γ: Conjunto de estados (�nito y diferente de vaío).

δ: Funión de estado siguiente, de�nida por: δ: Γ × Σ → Γ.
λ: Funión de salida, de�nida por: λ: Γ × Σ → ∆.

De auerdo on la de�niión anterior, una máquina de Mealy es una máquina de estado

�nito. En ésta no hemos inluido el estado iniial k0, para simpli�ar el desarrollo formal.

¾Analizamos qué ourre si desearamos adiionar la palabra vaía (representada por ε)
a nuestro alfabeto de entrada? La idea es utilizar la palabra vaía omo el elemento neutro

de un monoide, lo ual será desarrollado en la próxima seión.
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Veamos primero qué ourre on la funión de estado siguiente δ. Es laro que es neesario
ampliar el dominio de la funión a: δ: Γ × Σ ∪ {ε} → Γ. Además, neesitamos utilizar la

onvenión de que δ(k, ε) = k, para todo k ∈ Γ.
Veamos ahora qué suede on la funión de salida λ. Es laro que es neesario ampliar

el dominio de la funión a: λ: Γ × Σ ∪ {ε} → ∆.

¾Pero qué suede on λ(k, ε)? Puede ourrir que por lo menos para algún k ∈ Γ sueda

que λ(k, ε) = e1∧λ(k, ε) = e2∧ . . . λ(k, ε) = en. Esto es fatible debido a que pueden existir

diferentes (�nitas) salidas asoiadas on la llegada al estado k. Lo anterior nos imposibilita

de�nir la funión λ para el nuevo alfabeto de entrada Σ ∪ {ε}.
Sólo es posible de�nir la funión λ(k, ε) si la máquina de Mealy satisfae el siguiente

enuniado:

∀k, k′, k′′, e′, e′′ (((k, k′, k′′ ∈ Γ) ∧ (e′, e′′ ∈ Σ) ∧ (k = δ(k′, e′) = δ(k′′, e′′))) ⇒
(λ(k′, e′) = λ(k′′, e′′))),

es deir, la salida sólo depende del estado que se alanza. La satisfaión de este enuniado

genera un lase de máquina abstrata llamada máquina de Moore.

De�niión 4.6 (Máquina de Moore). Una máquina de Moore está de�nida por la estru-

tura matemátia MMOORE =< Σ, ∆, Γ, δ, λ >, donde:

Σ: Alfabeto de entrada (�nito y diferente de vaío).

∆: Alfabeto de salida (�nito y diferente de vaío).

Γ: Conjunto de estados (�nito y diferente de vaío).

δ: Funión de estado siguiente, de�nida por: δ : Γ × Σ → Γ.
λ: Funión de salida, de�nida por: λ : Γ × Σ → ∆.

Además, una máquina de Moore debe satisfaer el siguiente enuniado:

∀k, k′, k′′, e′, e′′ (((k, k′, k′′ ∈ Γ) ∧ (e′, e′′ ∈ Σ) ∧ (k = δ(k′, e′) = δ(k′′, e′′))) ⇒
(λ(k′, e′) = λ(k′′, e′′))).

Es importante, entones, que tengamos en uenta que en una máquina de Mealy las

salidas están asoiadas on las transiiones; en ambio, en una máquina de Moore las

salidas están asoiadas on los estados, esto es, todas las transiiones que están asoiadas

on un mismo estado tienen la misma salida. Las máquinas de Moore, desde la perspetiva

de las máquinas de estado, serán los autómatas de estado �nito.

El teorema que presentamos a ontinuaión establee la equivalenia entre las máquinas

de Mealy y las máquinas de Moore.

Teorema 4.1.

1. Toda máquina de Moore es equivalente a una máquina de Mealy.
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2. Toda máquina de Mealy es equivalente a una máquina de Moore.

Demostraión.

1. Toda máquina de Moore es equivalente a una máquina de Mealy.

De auerdo on su de�niión, una máquina de Moore es una máquina de Mealy que

satisfae el enuniado espei�ado en su de�niión. Es deir, una máquina de Moore

es un aso partiular de una máquina de Mealy.

2. Toda máquina de Mealy es equivalente a una máquina de Moore.

Sea ME =< Σ, ∆, Γ, δ, λ > una máquina de Mealy. A partir de ME onstruimos una

máquina de Moore MO =< Σ′, ∆′, Γ′, δ′, λ′ >, de�nida por:

a) Σ′ = Σ.

b) ∆′ = ∆.

) Γ′ se obtiene dividiendo ada k ∈ Γ en tantos estados ks omo salidas s se puedan
asoiar on k es deir:

ks ∈ Γ′ ⇐⇒ ∃k′∃e∃s ((k ∈ Γ) ∧ (e ∈ Σ) ∧ (s ∈ ∆)∧
(δ(k′, e) = k) ∧ (λ(k′, e) = s)).

d) δ′(ks, e) = δ(k, e)λ(k,e).

e) λ′(ks, e) = λ(k, e).

Ejemplo 4.5. Construir una máquina de Moore equivalente a la máquina de Mealy o-

rrespondiente al sumador binario.

La máquina de Mealy, para el sumador binario, está representada por la �gura 4.6.

GFED@ABCN

00/0
01/1
10/1

JJ

11/0

##
?>=<89:;A

01/0
10/0
11/1





00/1

cc

Figura 4.6: Máquina de Mealy para un sumador binario.

De auerdo on el teorema 4.1 (pág. 137), vamos a onstruir una máquina de Moore,

MMOORE =< Σ′, ∆′, Γ′, δ′, λ′ >, donde: Σ′ = {(00), (01), (10), (11)}, ∆′ = {0, 1}, Γ′: El
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estado N debe ser divido en dos estados N0 y N1; y el estado A también debe ser dividido

en dos estados A0 y A1, on lo que Γ′ = {N0, N1, A0, A1},
δ′ está de�nida por:

δ′(N0, 00) = δ′(N1, 00) = δ(N, 00)λ(N,00) = N0

δ′(N0, 01) = δ′(N1, 01) = δ(N, 01)λ(N,01) = N1

δ′(N0, 10) = δ′(N1, 10) = δ(N, 10)λ(N,10) = N1

δ′(N0, 11) = δ′(N1, 11) = δ(N, 11)λ(N,11) = A0

δ′(A0, 00) = δ′(A1, 00) = δ(A, 00)λ(A,00) = N1

δ′(A0, 01) = δ′(A1, 01) = δ(A, 01)λ(A,01) = A0

δ′(A0, 10) = δ′(A1, 10) = δ(A, 10)λ(A,10) = A0

δ′(A0, 11) = δ′(A1, 11) = δ(A, 11)λ(A,11) = A1

y λ′ está de�nida por:

λ′(N0, 00) = λ′(N1, 00) = λ(N, 00) = 0
λ′(N0, 01) = λ′(N1, 01) = λ(N, 01) = 1
λ′(N0, 10) = λ′(N1, 10) = λ(N, 10) = 1
λ′(N0, 11) = λ′(N1, 11) = λ(N, 11) = 0
λ′(A0, 00) = λ′(A1, 00) = λ(A, 00) = 1
λ′(A0, 01) = λ′(A1, 01) = λ(A, 01) = 0
λ′(A0, 10) = λ′(A1, 10) = λ(A, 10) = 0
λ′(A0, 11) = λ′(A1, 11) = λ(A, 11) = 1

La �gura 4.7 representa la máquina de Moore para el sumador binario. Allí, ada estado

(nodo) se mara on su nombre y on la salida asoiada on él, por medio de una etiqueta

de la forma NombreEstadoSalidaAsociada.

WVUTPQRSN0/0

00
FF

01,10 //

11

��

WVUTPQRSN1/1

01,10
��

00

xx

11

ttWVUTPQRSA0/0

01,10
FF

00

44

11
88

WVUTPQRSA1/1

11��

00

OO

01,10oo

Figura 4.7: Máquina de Moore para un sumador binario.
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4.2. Autómatas de Estado Finito

En esta seión y en las próximas nos interesaremos en las relaiones existentes entre

autómatas, gramátias y lenguajes. Desde este punto de vista, señalemos de una vez que los

autómatas desempeñan los siguientes papeles: omo aeptadores-reonoedores (�gura 4.8)

o omo generadores-tradutores (�gura 4.9).

seuenia de entrada
- autómata -

seuenia de salida

Figura 4.8: Autómata omo generador.

seuenia de entrada
- autómata

� 0 (no aeptada)

R 1 (si aeptada)

Figura 4.9: Autómata omo reonoedor.

En este ontexto nos interesa esenialmente el problema del reonoimiento. Este pro-

blema está divido en los siguientes problemas:

P-I Problema de síntesis: dado un lenguaje L(Σ); ¾qué autómata lo reonoe?

P-II Problema de análisis: dado un autómata A; ¾qué lenguaje lo reonoe?

Nuestra presentaión estará entones dirigida a ofreer algunos elementos para la solu-

ión al problema del reonoimiento (tanto el problema de síntesis, omo el problema de

análisis) para el aso de los autómatas de estado �nito y los lenguajes regulares (tipo III).

Reordemos que en una máquina de Moore los estados están univoamente asoiados on

las salida. Si operamos sobre una máquina de Moore on úniamente dos salidas, podemos

pensar sólo en dos tipos de estados: de aeptaión y de no aeptaión. La noión de un

autómata de estado �nito nos permite onretizar esta posibilidad.

De�niión 4.7 (Autómata de estado �nito). Un autómata de estado �nito está de�nido

por la estrutura matemátia AF =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 >, donde:

Σ: Alfabeto de entrada (�nito y diferente de vaío).

Γ: Conjunto de estados (�nito y diferente de vaío).

∆: Conjunto de estados de aeptaión (∆ ⊂ Γ).
δ: Funión de estado siguiente, de�nida por: δ: Γ × Σ → Γ.
k0: Estado iniial (k0 ∈ Γ).
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De manera similar a las máquinas de estado �nito, los autómatas de estado �nito tienen

tres formas de representaión.

De�niión 4.8 (Diagrama de transiión). Un autómata de estado �nito se puede represen-

tar por medio de una digrafo, llamado digrafo de transiión, de auerdo on las siguientes

onveniones:

1. Nodos simples: ki ∈ Γ − ∆, o estados de no aeptaión.

2. Nodos dobles: ki ∈ ∆, o estados de aeptaión.

3. Aros: Existe una aro del nodo ki al nodo kj , etiquetado on e, si y sólo si, δ(ki, e) =
kj .

4. Se oloa un aro no etiquetado para indiar el estado iniial k0.

Ejemplo 4.6. El diagrama de transiión de la �gura 4.10 representa un autómata de estado

�nito.

// GFED@ABCk0

b

II

a

��
GFED@ABC?>=<89:;k1

a //
b

oo GFED@ABC?>=<89:;k2
aUU

b

XX

Figura 4.10: Diagrama de transiión para un autómata de estado �nito.

De�niión 4.9 (Tabla de transiión). Un autómata de estado �nito se puede representar

por medio de una tabla T de transiión, de auerdo on las siguientes onveniones:

1. Filas: Estados.

2. Para los estados de aeptaión se antepone un asterio en la �la orrespondiente.

3. Columnas: símbolos del alfabeto de entrada Σ.

4. Ti,j = k′ sii δ(ki, ej) = k′.

5. Se denota el estado iniial k0, subrayando éste en la �la orrespondiente a los estados.

Ejemplo 4.7. El autómata de estado �nito representado por la �gura 4.10 tiene su tabla

de transiión representada por la tabla 4.2.
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Γ/Σ a b

k0 k1 k0

∗k1 k2 k0

∗k2 k2 k0

Cuadro 4.2: Tabla de transiión para un autómata de estado �nito.

De�niión 4.10 (Representaión explíita). Similarmene a las máquinas de estado �nito,

un autómata de estado �nito se puede representar listando explíitamente todos sus om-

ponentes. Esta forma de representaión reibe el nombre de representaión explíita del

autómata.

Ejemplo 4.8. El autómata de estado �nito representado por la �gura 4.10, puede represen-

tarse explíitamente omo sigue, A =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 > donde: Σ = {a, b}, Γ = {k0, k1, k2},
∆ = {k1, k2}, k0: Estado iniial y

δ(k0, a) = k1 δ(k0, b) = k0

δ(k1, a) = k2 δ(k1, b) = k0

δ(k2, a) = k2 δ(k2, b) = k0.

4.3. Reonoedor Finito

Un reonoedor �nito de un lenguaje L, es un autómata de estado �nito que sólo aepta

las palabras de diho lenguaje. Esto es, iniializando el autómata en un ierto estado e

introduiendo una palabra de entrada perteneiente a L, �naliza en un estado de aeptaión;

y al introduir una palabra no perteneiente a L �naliza en un estado de no aeptaión.

De�niión 4.11 (Reonoedor �nito). Un reonoedor �nito es un autómata de estado

�nito RF =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 >.

Para pensar en el reonoimiento de palabras por parte del reonoedor �nito, es nee-

sario expandir la funión δ para permitir el proesamiento de las palabras.

De�niión 4.12 (Expansión de la funión δ). Sea RF =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 > un reonoedor

�nito. De�nimos una nueva funión δ∗ denominada la expansión de la funión δ, omo sigue:

Sea α ≡ a1a2 . . . an ∈ Σ∗, entones, la funión δ∗: Γ × Σ∗ → Γ está de�nida por:

δ(k, α) = δ(. . . (δ(δ(k, a1), a2), . . . ), an).

De�niión 4.13 (Palabra aeptada por un reonoedor �nito). SeaRF =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 >
un reonoedor �nito y sea α ≡ a1a2 . . . an ∈ Σ∗. Deimos que RF reonoe la palabra α,
si y sólo si, existe una seuenia de estados k0, k1, . . . , kn tales que:

1. k0 es el estado iniial.
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2. δ(ki−1, ai) = ki, para 0 < i ≤ n.

3. kn ∈ ∆.

Es deir, RF reonoe la palabra α si y sólo si δ∗(k0, α) ∈ ∆.

De�niión 4.14 (Lenguaje aeptado por un reonoedor �nito). Sea RF un reonoedor

�nito RF =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 >. El lenguaje aeptado por RF , denotado por, L(RF) está

de�nido por: L(RF) = {α ∈ Σ∗ | δ∗(k0, α) ∈ ∆}.
Ejemplo 4.9. El reonoedor �nitoRF representado por la �gura 4.11 reonoe el lenguaje

L(RF) = {ab, aab, abb, aaa . . . b, abbb . . . b, . . . } = {anbm; n, m ≥ 1}.

// GFED@ABCk0
a //

b
��

GFED@ABCk1

a vv b // GFED@ABC?>=<89:;k2

b

UU

a

wwooooooooooooooooo

GFED@ABCk3

a,b

II

Figura 4.11: Reonoedor �nito para L = {anbm; n, m ≥ 1}.

Ejemplo 4.10. El reonoedor �nito representado por la �gura 4.12 reonoe el lenguaje

L(RF) = {1(01)n; n ≥ 0}. Para α ≡ 1011, tenemos que:

δ∗(k0, α) = δ(δ(δ(δ(k0, 1), 0), 1), 1)

= δ(δ(δ(k1, 0), 1), 1)

= δ(δ(k2, 1), 1)

= δ(k1, 1)

= k3 /∈ ∆,

entones α /∈ L(RF).
Para β ≡ 101, tenemos que:

δ∗(k0, α) = δ(δ(δ(k0, 1), 0), 1)

= δ(δ(k1, 0), 1)

= δ(k2, 1))

= k1 ∈ ∆,

entones β ∈ L(RF).
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// GFED@ABCk0
1 //

0
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GFED@ABC?>=<89:;k1
0 //

1
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1
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0,1

II

Figura 4.12: Reonoedor �nito para L = {1(01)n; n ≥ 0}.

Hagamos una pausa en nuestro trabajo y formulemos la siguiente pregunta. Dado un

lenguaje ualquiera, digamos L ⊆ Σ∗, ¾siempre es posible enontrar o onstruir un reono-

edor �nito para L?; ¾qué signi�a que tal pregunta hallase una respuesta a�rmativa?

Dejamos al letor la segunda pregunta. La respuesta a la primera pregunta (en onso-

nania on la segunda) no puede ser otra que negativa. Para lograr una satisfaión que

orrobore nuestra negaión, sabemos que es su�iente hallar un ontraejemplo. Esto es,

hallar un lenguage L para el ual se pueda probar la inexistenia de un reonoedor �nito

RF , tal que RF sea un reonoedor para L.

Ejemplo 4.11. Sea Σ = {0, 1} un alfabeto y onsideremos el lenguage L(Σ) = {1n2 |
n ≥ 1}. Para probar que tal lenguaje no puede ser reonoido por un reonoedor �nito,

razonemos por reduión al absurdo.

1. Supongamos que existe un reonoedor �nito RF para L, esto es, L(RF) = L y

Γ = p (p es el ardinal del onjunto de estados).

2. Sea k ∈ N. Podemos garantizar que δ∗(q0, 1
k2

) ∈ ∆.

3. Sean, α0 = 10, α1 = 11, . . . αp = 1p; p + 1 palabras de Σ∗, donde Γ = p

4. La suesión de estados δ∗(q0, α0), δ
∗(q0, α1), . . . , δ

∗(q0, αp) debe neesariamente tener

alguna repetiión (por 4).

5. Para algún i, j; tales que 0 < i, j < p y i 6= j se tiene que δ∗(q0, 1
i) = δ∗(q0, 1

j).
Supongamos que j > i, entones 0 < j − i < p.

6. δ∗(q0, 1
k2

) ∈ ∆ =⇒ δ∗(q0, 1
k2+(j−i)) ∈ ∆. Ya que:
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δ∗(q0, 1
k2

) = δ∗(q0, 1
i1k2−i)

= δ∗(δ∗(q0, 1
i), 1k2−i)

= δ∗(δ∗(q0, 1
j), 1k2−i)

= δ∗(q0, 1
j1k2−i)

= δ∗(q0, 1
k2+(j−i)).

7. Sabemos que, para p existe k tal que (k + 1)2 − k2 > p.

8. Luego, (k + 1)2 − k2 > j − i (por 6 y 7).

9. Luego, k2 < k2 + j − i < (k + 1)2. Entones k2 + j − i no es uadrado perfeto.

10. 1k2+(j−i) /∈ L(Σ) y δ∗(q0, 1
k2+(j−i)) ∈ ∆.

11. Luego, L(RF) 6= L(Σ). Contradiión on (1).

12. Luego, no existe un reonoedor �nito para L(Σ).

4.4. Algunas Clases de Autómatas

4.4.1. Autómatas de estado �nito deterministas

Presentamos en esta seión dos distiniones entre los autómatas de estado �nito.

De�niión 4.15 (AFD). Sea AFD =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 > un autómata de estado �nito. El

autómata AFD es un autómata de estado �nito determinista (AFD) si la funión de estado

siguiente (δ : Γ × Σ → Γ) determina un y sólo un estado siguiente.

Ejemplo 4.12. Observemos la �gura 4.13. En este aso δ(k0, a) = k0 ∧ δ(k0, a) = k1, es

deir, el omportamiento del estado k0 para la entrada a, es no determinista. Además, de

auerdo on nuestra de�niión formal de un autómata de estado �nito, δ debe ser una fun-

ión y por ende no puede tener este omportamiento. Adiionalmente tenemos que δ(k1, a)
y δ(k2, b) no están de�nidas.

Para formalizar el tipo de situaiones presentadas por el ejemplo anterior, es neesario

modi�ar la de�niión de la funión δ, de manera que se obtenga una máquina abstrata,

la ual llamaremos autómata de estado �nito no determinista (AFN).
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// GFED@ABCk0

a
II

a //

b

FF
GFED@ABC?>=<89:;k1

a
		

GFED@ABC?>=<89:;k2
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Figura 4.13: Autómata de estado �nito no determinista.

4.4.2. Autómatas de estado �nito no deterministas

De�niión 4.16 (AFN). Un autómata de estado �nito no determinista (AFN) está de�nido

por la estrutura matemátia AFN =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 >, donde:

Σ: Alfabeto de entrada (�nito y diferente de vaío).

Γ: Conjunto de estados (�nito y diferente de vaío).

∆: Conjunto de estados de aeptaión (∆ ⊂ Γ).
k0: Estado iniial (k0 ∈ Γ).
Es deir; Σ, Γ, ∆ y k0 tienen el mismo signi�ado que en un AFD. Esto es, la diferenia

entre un AFD y un AFN está determinida por la funión δ.
δ: Funión de estado siguiente, de�nida por: δ : Γ × Σ → P (Γ) (donde P (Γ) denota las

partes de Γ).

Ejemplo 4.13. De auerdo on la de�niión anterior, la �gura 4.13 orresponde a un

autóma �nito no determinista. Tal autómata está dado por AFN =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 >,

donde: Σ = {a, b}, Γ = {k0, k1, k2}, ∆ = {k1, k2}, k0: Estado iniial y

δ(k0, a) = {k0, k1}
δ(k0, b) = {k2}
δ(k1, a) = {k1}
δ(k1, b) = ∅
δ(k2, a) = {k1, k2}
δ(k2, b) = ∅.

El siguiente teorema establee la equivalenia entre un AFN y un AFD.

Teorema 4.2. Para todo AFN existe un AFD equivalente.

Demostraión. SeaAFN =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 > un autómata de estado �nito no determinista.

A partir de AFN es posible onstruir un autómata de estado �nito determinista AFD =<
Σ′, Γ′, ∆′, δ′, k′

0 >, de�nido por:

1. Σ′ = Σ.

2. k′
0 = {k0}.
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3. Γ′ = P (Γ). Esto signi�a que hay tantos estados omo subonjuntos tenga el onjunto

Γ, es deir, Γ′ = 2n, donde n = Γ. Observe que Γ′ ontínua siendo un onjunto �nito.

4. δ′ es una funión de�nida por:

δ : Γ′ × Σ → Γ′, es deir, δ : P (Γ) × Σ → P (Γ), donde:

δ′(X, e) =

{

∅ sii X = ∅,
⋃

k∈X{δ(k, e)} sii X 6= ∅.

5. ∆′ = {X ∈ P (Γ) | X ontenga un estado de aeptaión perteneiente a ∆}.

Ejemplo 4.14. Construir para el AFN representado por la �gura 4.14 un AFD equiva-

lente.

// GFED@ABC?>=<89:;k0

a
��

GFED@ABCk1a
oo b // GFED@ABCk2

aUU

a

��

b

bb

a

XX

Figura 4.14: Ejemplo AFN.

De la �gura 4.14 obtenemos los siguientes elementos del AFN : Σ = {a, b}; Γ =
{k0, k1, k2}; ∆ = {k0}; el estado iniial es k0 y �nalmente la funión δ se �lee"de la �-

gura. De auerdo on el teorema 4.2 (pág. 146) onstruimos un AFD =< Σ′, Γ′, ∆′, δ′, k′
0 >

omo sigue: Σ′ = Σ = {a, b}, k′
0 = k0,

Γ′ = P (Γ) = {∅, {k0}, {k1}, {k2}, {k0, k1}, {k0, k2}, {k1, k2}, {k0, k1, k2}}. La funión δ′ está
de�nida por:

δ′({k0, k1, k2}, a) = δ(k0, a)
⋃

δ(k1, a)
⋃

δ(k2, a)

= {k1}
⋃

{k0}
⋃

{k0, k1, k2}
= {k0, k1, k2},
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por lo tanto:

δ′({k0, k1, k2}, b) = δ(k0, b)
⋃

δ(k1, b)
⋃

δ(k2, b) = ∅
⋃

{k2}
⋃

{k0} = {k0, k2},

δ′({k0, k1}, a) = δ(k0, a)
⋃

δ(k1, a) = {k1}
⋃

{k0} = {k0, k1},

δ′({k0, k1}, b) = δ(k0, b)
⋃

δ(k1, b) = ∅
⋃

{k2} = {k2},

δ′({k0, k2}, a) = δ(k0, a)
⋃

δ(k2, a) = {k1}
⋃

{k0, k1, k2} = {k0, k1, k2},

δ′({k0, k2}, b) = δ(k0, b)
⋃

δ(k2, b) = ∅
⋃

{k0} = {k0},

δ′({k1, k2}, a) = δ(k1, a)
⋃

δ(k2, a) = {k0}
⋃

{k0, k1, k2} = {k0, k1, k2},

δ′({k1, k2}, b) = δ(k1, b)
⋃

δ(k2, b) = {k2}
⋃

{k0} = {k0, k2},
δ′({k0}, a) = δ(k0, a) = {k1},
δ′({k0}, b) = δ(k0, b) = ∅,
δ′({k1}, a) = δ(k1, a) = {k0},
δ′({k1}, b) = δ(k1, b) = {k2},
δ′({k2}, a) = δ(k2, a) = {k0, k1, k2},
δ′({k2}, b) = δ(k2, b) = {k0},

δ′(∅, a) = ∅,
δ′(∅, b) = ∅.

Además, omo el onjunto de estados de aeptaión es ∆ = {k0}, entones:

∆′ = {{k0}, {k0, k1}, {k0, k2}, {k0, k1, k2}}.
La �gura 4.15 representa elAFD que hemos onstruido. Observe el letor que los estados

{k0, k1} y {k1, k2} nuna se alanzan, por lo ual se pueden eliminar del diagrama, obte-

niendo así la �gura 4.16. Además, observe el letor que el estado ∅ es un estado absorvente,

es deir, una vez se llega a él no es posible salir de ahí.

4.5. Álgebra y Autómatas

4.5.1. Monoides asoiados on un autómata

Sea A =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 > un autómata de estado �nito. Podemos probar que el autó-

mata A tiene asoiados dos monoides. Veámoslo.

1. Monoide generado por Σ: < Σ∗, •, ε > donde:

Σ∗: Lenguaje universal para el alfabeto Σ.

•: Conatenaión de palabras.

ε: Palabra vaía.
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Figura 4.15: Construión de un AFD a partir de un AFN (1).

Demostraión. Es neesario demostrar que < Σ∗, •, ε > satisfae las propiedades de

un monoide, es deir, es neesario demostrar que: la operaión • es errada en Σ∗, es

asoiativa y por último probar la existenia de un elemento neutro.

a) La onatenaión de palabras es una operaión errada

Sean α, β ∈ Σ∗ entones α • β ∈ Σ∗.

b) Asoiatividad

∀α∀β∀γ ∈ Σ∗((α • (β • γ)) = ((α • β) • γ) = αβγ).

) Existenia elemento neutro

∀α ∈ Σ∗(α • ε = ε • α = α).

2. Monoide de transformaiones de Γ: < ΓΓ, ◦, fε > donde:

ΓΓ: Conjunto de funiones de Γ en Γ, de�nidas para ada uno de los símbolos perte-

neientes a Σ, es deir, ΓΓ = {fa : Γ → Γ | a ∈ Σ}.
◦: Composiión de funiones.

fε: Funión de la palabra vaía. ∀k ∈ Γ(fε(k) = k).

Demostraión. Es neesario demostrar que < ΓΓ, ◦, fε > satisfee las propiedades de

un monoide, es deir, es neesario demostrar que la operaión ◦, es errada en ΓΓ, es

asoiativa y que existe un elemento neutro.
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Figura 4.16: Construión de un AFD a partir de un AFN (2).

a) La omposiión de funiones es una operaión errada

Sean fa, fb ∈ ΓΓ entones fa ◦ fb ∈ ΓΓ.

b) Asoiatividad

∀k ∈ Γ,∀a, b, c ∈ S((fa ◦ (fb ◦ fc)(k)) = ((fa ◦ fb) ◦ fc)(k)).

) Existenia de elemento neutro

∀a ∈ Σ(fa ◦ fε = fε ◦ fa = fa).

Una vez de�nidos los monoides para el autómata A, es neesario extender las funiones

fa, de manera que operen sobre adenas de palabras y no úniamente sobre símbolos del

alfabeto Σ. La funión fa está de�nida por: fa: Γ → Γ | a ∈ Σ. Ahora neesitamos una

funión fα de�nida por: fα: Γ → Γ | α ∈ Σ∗. Sea α ≡ a1a2 . . . an, donde ai ∈ Σ, entones:

fα(k) = (fan
◦ fan−1

◦ · · · ◦ fa1
)(k) = fan

(fan−1
(. . . (fa1

(k)) . . . )).

Ejemplo 4.15. Para el autómata representado por la �gura 4.17 tenemos que:

ΓΓ = {fa: Γ → Γ | a ∈ Σ}.
fa: Γ → Γ, donde fa(k1) = k1 y fa(k2) = k1.

fb: Γ → Γ, donde fb(k1) = k2 y fb(k2) = k2.

Luego, ΓΓ = {fa, fb, fε}.
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Sea α ≡ abb, entones:

fα(k1) = (fb ◦ fb ◦ fa)(k1)

= fb(fb(fa(k1)))

= fb(fb(k1))

= fb(k2)

= k2;

fα(k2) = (fb ◦ fb ◦ fa)(k2)

= fb(fb(fa(k2)))

= fb(fb(k1))

= fb(k2)

= k2

// GFED@ABCk1

a
II

b ��
GFED@ABC?>=<89:;k2

b
		

aoo

Figura 4.17: Expansión de la funión fa, a ∈ Σ en fα, α ∈ Σ∗.

El propósito que busamos es poder expresar el omportamiento del autómata A por

medio de una funión t: Σ∗ → ΓΓ, donde t(α) = fα. El objetivo es asignar a ada adena

de entrada de Σ∗ una funión de Γ en Γ.

4.5.2. Comportamiento entrada-estados de un autómata

De�niión 4.17 (Homomor�smo monoides). Sean < A, ∗, e > y < A′, ∗′, e′ > dos monoides

y sea f : A → A′ una funión. Se die que f es un homomor�smo entre < A, ∗, e > y

< A′, ∗′, e′ > si f preserva el símbolo de funión y f preserva el símbolo de onstante, es

deir, ∀a∀b ∈ A(f(a ∗ b) = (f(a) ∗′ f(b))), además f(e) = e′.

El siguiente teorema presenta un homomor�smo entre los monoides asoiados on un

autómata.

Teorema 4.3. Si A =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 > es un autómata de estado �nito, < Σ∗, •, ε >
es el monoide generado por Σ y < ΓΓ, ◦, fε > es el monoide de transformaiones de Γ,
entones la funión t: Σ∗ → ΓΓ, tal que t(α) = fα es un homomor�smo entre los monoides

< Σ∗, •, ε > y < ΓΓ, ◦, fε >.
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Demostraión. Ejeriio 4.19.

La �gura 4.18 representa el homomor�smo entre los dos monoides.

< Σ∗, •, ε >
t //

•

��

< ΓΓ, ◦, fε >

◦

��
< Σ∗, •, ε >

t
// < ΓΓ, ◦, fε >

Figura 4.18: Homomor�smo entre los monoides < Σ∗, •, ε > y < ΓΓ, ◦, fε >.

De�niión 4.18 (Comportamiento entrada-estados). Sea un autómata de estado �nito

A =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 >, sea < Σ∗, •, ε > el monoide generado por Σ, sea < ΓΓ, ◦, fε > el mo-

noide de transformaiones de Γ y sea t: Σ∗ → ΓΓ (donde t(α) = fα), el homomor�smo entre

los monoides < Σ∗, •, ε > y < ΓΓ, ◦, fε >. La funión t es denominada el omportamiento

de entrada-estados del autómata A.

4.5.3. Relaión de equirrespuesta de un autómata

De�niión 4.19 (Relaión de equirrespuesta). Sea un autómata de estado �nito A =<
Σ, Γ, ∆, δ, k0 > y sea t: Σ∗ → ΓΓ el omportamiento de entrada-estados del autómata A.

La relaión de equirrespuesta de A, representada por ≈A, está de�nida por:

α ≈A β ≡
def

t(α) = t(β)

≡
def

fα = fβ

≡
def

∀k ∈ Γ(δ∗(k, α) = δ∗(k, β) para α, β ∈ Σ∗.

Para efetos de simpli�aión en la notaión, `δ∗(k, α)' se representará, de ahora en

adelante, por `δ(k, α)'.

Teorema 4.4. La relaión de equirrespuesta ≈A es una relaión de equivalenia.

Demostraión. Es neesario demostrar que ≈A es una relaión re�exiva, simétria y tran-

sitiva.

1. Re�exiva

∀k ∈ Γ(δ(k, α) = δ(k, α)) ⇒ α ≈A α.



4.5 Álgebra y Autómatas 153

2. Simétria

α ≈A β ⇒ ∀k ∈ Γ(δ(k, α) = δ(k, β))

⇒ ∀k ∈ Γ(δ(k, β) = δ(k, α))

⇒ β ≈A α.

3. Transitiva

α ≈A β ∧ β ≈A γ ⇒ ∀k ∈ Γ(δ(k, α) = δ(k, β)) ∧ ∀k ∈ Γ(δ(k, β) = δ(k, γ))

⇒ ∀k ∈ Γ(δ(k, α) = δ(k, γ))

⇒ α ≈A γ.

Del teorema anterior podemos garantizar que la relaión de equirrespuesta ≈A indue

una partiión sobre el onjunto Σ∗ (en lases de equivalenia) de�nida por: Σ∗/≈A
= {[α] |

α ∈ Σ∗} donde, [a] = {β ∈ Σ∗ | α ≈A β}.

De�niión 4.20 (Partiión de índie �nito). Una partiión P tiene índie �nito si el

ardinal de P , denotado por P , es �nito.

Teorema 4.5. La partiión Σ∗/≈A
tiene índie �nito.

Demostraión. Para el homomor�smo de omportamiento de entrada-estados t: Σ∗ → ΓΓ,

donde t(α) = fα; se tiene que ΓΓ ≤ nn, donde n es el número de estados del autómata de

estado �nito; luego ΓΓ tiene ardinal �nito. Si el homomor�smo t: Σ∗ → ΓΓ es sobreyetivo,

entones Σ∗/≈A
= ΓΓ; de lo ontrario Σ∗/≈A

≤ ΓΓ. En ualquier aso, Σ∗/≈A
tiene ardinal

�nito, luego es de índie �nito.

4.5.4. Relaiones de ongruenia

De�niión 4.21 (Relaión de ongruenia dereha). Sea < A, ∗, e > un monoide y R
una relaión de equivalenia de�nida en A. R es una relaión de ongruenia dereha en

< A, ∗, e >, si y sólo si, ∀a∀b∀c ∈ A ((aRb) ⇒ ((a ∗ c)R(b ∗ c))).

De�niión 4.22 (Relaión de ongruenia izquierda). Sea < A, ∗, e > un monoide y R
una relaión de equivalenia de�nida en A. R es una relaión de ongruenia izquierda en

< A, ∗, e >, si y sólo si, ∀a∀b∀c ∈ A ((aRb) ⇒ ((c ∗ a)R(c ∗ b))).

De�niión 4.23 (Relaión de ongruenia). Sea < A, ∗, e > un monoide y R una relaión

de equivalenia de�nida en A. R es una relaión de ongruenia en < A, ∗, e >, si y sólo si,

∀a∀b∀c ∈ A ((aRb) ⇒ ((a ∗ c)R(b ∗ c) ∧ (c ∗ a)R(c ∗ b))).
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Teorema 4.6. La relaión de equirrespuesta ≈A de�nida en Σ∗ (Σ∗ es el dominio del

monoide < Σ∗, •, ε >), es una relaión de ongruenia.

Demostraión. Es neesario demostrar que ≈A es una relaión de ongruenia dereha e

izquierda sobre < Σ∗, •, ε >.

1. ≈A es una relaión de ongruenia dereha sobre < Σ∗, •, ε >

α ≈A β ⇔ t(α) = t(β)

⇔ t(αη) = t(α) ◦ t(η) = t(β) ◦ t(η) = t(βη)

⇔ αη ≈A βη, para toda η ∈ Σ∗.

2. ≈A es una relaión de izquierda sobre < Σ∗, •, ε >
Se demuestra de forma similar a la anterior.

Luego, ≈A es una relaión de ongruenia sobre < Σ∗, •, ε >.

4.5.5. Relaión equirrespuesta de un reonoedor �nito

De�niión 4.24 (Relaión equirrespuesta de un reonoedor �nito). Sea un reonoedor

�nito (autómata de estado �nito) R =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 >. La relaión de equirrespuesta de

R, representada por ≈R, está de�nida por:

α ≈R β ≡
def

δ(k0, α) = δ(k0, β) para todo α, β ∈ Σ∗.

Teorema 4.7. La relaión de equirrespuesta ≈R es una relaión de equivalenia.

Demostraión. La demostraión se deja omo ejeriio.

Del teorema anterior podemos garantizar que la relaión de equirrespuesta ≈R indue

una partiión sobre el onjunto Σ∗ en lases de equivalenia de�nida por: Σ∗/≈R
= {[α] |

α ∈ Σ∗}, donde, [a] = {β ∈ Σ∗ | α ≈R β}.
Teorema 4.8. La relaión de equirrespuesta ≈A de un autómata de estado �nito implia

la relaión de equirrespuesta ≈R de un reonoedor �nito.

Demostraión.

α ≈A β ⇒ ∀k ∈ Γ(δ(k, α) = δ(k, β))

⇒ δ(k0, α) = δ(k0, β)

⇒ α ≈R β.
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Teorema 4.9. La relaión de equirrespuesta ≈R de un reonoedor �nito no implia la

relaión de equirrespuesta ≈A de un autómata de estado �nito.

Demostraión.

α ≈R β ⇒ δ(k0, α) = δ(k0, β)

; ∀k ∈ Γ(δ(k, α) = δ(k, β))

; α ≈A β.

De�niión 4.25 (Re�namiento de una partiión). Se die que una partiión P re�na una

partiión Q, si y sólo si, P ≥ Q.

Teorema 4.10. La partiión Σ∗/≈A
re�na la partiión Σ∗/≈R

.

Demostraión.

1. Como ≈A⇒≈R (por el teorema 4.8 (pág. 154)), entones se observa la posible igualdad

entre Σ∗/≈A
y Σ∗/≈R

.

2. Como ≈R;≈A (por el teorema 4.9 (pág. 155)), entones se observa la posibilidad de

que Σ∗/≈A
> Σ∗/≈R

.

3. Entones Σ∗/≈A
≥ Σ∗/≈R

, luego Σ∗/≈A
re�na a Σ∗/≈R

.

Teorema 4.11. La partiión Σ∗/≈R
tiene índie �nito.

Demostraión. Como Σ∗/≈A
tiene índie �nito (teorema 4.5 (pág. 153)) y Σ∗/≈A

re�na a

Σ∗/≈R
(teorema 4.10 (pág. 155)), entones Σ∗/≈A

tiene índie �nito.

Teorema 4.12. La relaión de equirrespuesta ≈R de�nida en Σ∗ (Σ∗ que es el dominio

del monoide < Σ∗, •, ε >), es una relaión de ongruenia dereha, es deir, ∀α, β, η ∈
Σ∗ ((α ≈R β) ⇒ ((αη) ≈R (βη))).

Demostraión.

α ≈A β ⇒ (δ(k0, α) = δ(k0, β))

⇒ (δ(k0, αη) = δ(δ(k0, α), η) = δ(δ(k0, β), η) = δ(k0, βη))

⇒ αη ≈A βη para toda η ∈ Σ∗.
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4.6. Álgebra y Lenguajes

4.6.1. Relaión de ongruenia dereha induida por un lenguaje

De�niión 4.26 (Relaión induida por un lenguaje). Sea Σ un alfabeto y L ⊆ Σ∗ un

lenguaje. La relaión induida por L, representada por ≈L, está de�nida de Σ∗ en Σ∗ por:

sean α, β, δ ∈ Σ∗, entones:

α ≈L β ≡
def

(αδ ∈ L ↔ βδ ∈ L).

Teorema 4.13. La relaión induida por L (≈L) es una relaión de equivalenia.

Demostraión.

1. Re�exiva

(αδ ∈ L ↔ αδ ∈ L) ⇒ α ≈L α.

2. Simétria

α ≈L β ⇒ (αδ ∈ L ↔ βδ ∈ L)

⇒ β ≈L α.

3. Transitiva

α ≈L β ∧ β ≈L γ ⇒ (αδ ∈ L ↔ βδ ∈ L) ∧ (βδ ∈ L ↔ γδ ∈ L)

⇒ (αδ ∈ L ↔ γδ ∈ L)

⇒ α ≈L γ.

El teorema anterior nos garantiza que la relaión ≈L indue una partiión sobre el

onjunto Σ∗ (en lases de equivalenia) de�nida por: Σ∗/≈L
= {[α] | α ∈ Σ∗}; donde,

[a] = {β ∈ Σ∗ | α ≈L β}.
Teorema 4.14. La relaión induida por L (≈L) es una relaión de ongruenia dereha,

es deir: ∀α, β, δ ∈ Σ∗ ((α ≈L β) ⇒ (αδ ≈L βδ)).

Demostraión. Sea α, β, δ ∈ Σ∗; δ ≡ ηθ

α ≈L β ⇒ (αδ ∈ L ↔ βδ ∈ L)

⇒ (αηθ ∈ L ↔ βηθ ∈ L)

⇒ αη ≈L βη.
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4.6.2. Condiión para que un lenguaje sea aeptado por un reonoedor

�nito

Teorema 4.15. Sea Σ un alfabeto y L ⊆ Σ∗ un lenguaje. L es un lenguaje aeptado por

un reonoedor �nito, si y sólo si la relaión de ongruenia dereha induida por L tiene

índie �nito.

Demostraión. (primera parte)

Si L es un lenguaje aeptado por un reonoedor �nito (hipótesis), entones la relaión de

ongruenia dereha induida por L tiene índie �nito (tesis).

Hipótesis:

Sean R =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 > un reonoedor �nito, L ⊆ Σ∗ un lenguaje, L(R) es el onjunto
de adenas aeptadas por R y L = L(R).
Tesis:

Sea α, β ∈ Σ∗; α ≈R β ⇒ α ≈L β.
Entones,

α ≈R β ⇔ δ(ko, α) = δ(ko, β) (de�niión de ≈R)

⇒ δ(ko, αη) = δ(ko, βη)

⇒ δ(ko, αη) ∈ ∆ ↔ δ(ko, βη) ∈ ∆

⇒ αη ∈ L(R) ↔ βη ∈ L(R)

⇒ αη ∈ L ↔ βη ∈ L
⇒ α ≈L β.

Luego, Σ∗/≈R
re�na a Σ∗/≈L

y, omo Σ∗/≈R
tiene índie �nito (teorema 4.11 (pág. 155)),

entones Σ∗/≈L
tiene índie �nito.

Demostraión. (segunda parte)

Si la relaión de ongruenia dereha induida por L tiene índie �nito (hipótesis), entones

L es un lenguaje aeptado por un reonoedor �nito (tesis).

Idea: Construir un reonoedor �nito que aepta L.
Sea R =< Σ, Γ, ∆, δ, k0 > un reonoedor �nito donde:

Σ: Alfabeto del lenguaje L.
Γ: Σ∗/≈L

(�nito porque Σ∗/≈L
tiene índie �nito por hipótesis). Los elementos de Γ son

lases de equivalenia [a] = {β ∈ Σ∗ | α ≈L β}.
δ: Γ × Σ → Γ, donde δ([α], a) = [αa] para toda a ∈ Σ.

ko: [ε] (ε es la palabra vaía).

∆: {[β] | β ∈ L}.
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Veamos que L = L(R).

α ∈ L(R) ⇔ δ(ko, α) ∈ ∆

⇔ δ([ε], α) ∈ ∆

⇔ [εα] ∈ ∆

⇔ [α] ∈ ∆

⇔ α ∈ L (por de�niión de ∆).

4.7. Ejeriios

Ejeriio 4.1. Para la máquina de estado �nito representada por la �gura:

GFED@ABCq3

1/1
��

0/0

~~}}
}}

}}
}}

}
GFED@ABCq4

1/1
oo

0/0
��

//GFED@ABCq0

0/0

JJ

1/0 //GFED@ABCq1

0/1

JJ

1/1 //GFED@ABCq2

0/0
1/0

TT

1. Determine la palabra de salida para la entrada 110111, omenzando en q0. ¾Cuál es

el último estado de transiión?

2. Determine la palabra de salida para la entrada 110111, omenzando en q1. ¾Qué

suede uando q2 y q3 son los estados iniiales?

3. Enuentre la tabla de transiión para esta máquina.

4. ¾Desde qué estado se debe omenzar para que la palabra de entrada 10010 produza

la salida 10000?

Ejeriio 4.2. Dibuje el diagrama de transiión orrespondiente a las máquinas de estado

�nito, indiadas por las siguientes tablas de transiión:

Γ/Σ a b

q0 q1, 1 q1, 1

q1 q0, 0 q1, 1

Γ/Σ a b c

q0 q1, 1 q0, 1 q2, 2

q1 q0, 2 q2, 0 q2, 0

q2 q3, 1 q3, 0 q0, 1

q3 q1, 2 q1, 0 q0, 2
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Ejeriio 4.3. Para ada una de las máquinas de estado �nito indiadas por el diagrama

de transiión, onstruya su representaión explíita.

//GFED@ABCq0

b/1

JJ

a/0 //GFED@ABCq1

b/1

TT

a/1




// ?>=<89:;A

a/0


 b/1

,,GFED@ABCB
a/0

ll

b/1
��~~

~~
~~

~~
~

GFED@ABCC

b/0

__@@@@@@@@@

a/1

ii

Ejeriio 4.4. Tal omo está representado el sumador binario por el diagrama de la �-

gura 4.5, es neesario sumar 01 + 01 si se desea realizar la suma de 1 + 1. `Analie por

qué.

Ejeriio 4.5. Un modelo simpli�ado del omportamiento de un estudiante puede ser

desrito por una máquina de estado �nito. Sea:

Σ = {tarea, �esta, examen}.
∆ = {antar, maldeir, dormir}.
Γ = {feliz, enojado, deprimido}.
k0 = feliz.

Construya una máquina de estado �nito que modele un posible omportamiento del estu-

diante.

Ejeriio 4.6. Diseñe una máquina de estado �nito que modele el omportamiento de

una máquina expendedora de Coa-Cola y Malta. La máquina aepta monedas de 5, 10

y 25 pesos y dispone de dos botones; C para Coa-Cola y M para Malta. Cada produto

uesta 20 pesos y se espera por supuesto que la máquina entrege el produto soliitado y

la devuelta si ésta existe.

Ejeriio 4.7. Un proedimiento senillo y muy utilizado para detetar errores en una

transmisión digital onsiste en enviar un bit de paridad. Este bit puede ser tal, que haga

par el número total de �unos� enviados, o haga par el número total de �eros� enviados (en

este aso se habla de paridad par), o también puede ser que este bit haga impar el número

total de �unos� o el número total de çeros.enviados.
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Para el aso de paridad par de �unos�, el generador de paridad atúa de la siguiente

forma (supongamos la longitud del mensaje de 3 bits): si el mensaje a enviar tiene un

número impar de �unos� (por ejemplo �100�), el generador de paridad adiiona un �uno�

(�1100�) y envía el mensaje; si por el ontrario el mensaje que se enviará tiene un número

par de �unos� (por ejemplo �101�) el generador de paridad adiiona un �ero� (�0101�) y

envía el mensaje.

El detetor de paridad (para el aso de paridad par de �unos�) trabaja de la siguiente

forma: si el mensaje reibido tiene un número par de �unos�, la transmisión del mensaje

NO tuvo errores; pero si el mensaje reibido tiene un número impar de �unos�, entones la

transmisión del mensaje SÍ tuvo errores y debe ser retransmitido.

Construya una máquina de estado �nito que se omporte omo un detetor de paridad

par de �unos�. Represente la máquina por medio de su diagrama de transiiones.

Ejeriio 4.8. Obtener la tabla de transiiones y el diagrama de transiiones de la máquina

de Moore equivalente a la máquina de Mealy, desrita por la siguiente tabla:

Γ/Σ e1 e2

q0 q3, s1 q2, s2

q1 q4, s2 q3, s2

q3 q4, s1 q2, s2

q4 q2, s2 q4, s1

Ejeriio 4.9. De�nir las máquinas de Mealy y de Moore para un restador binario.

Ejeriio 4.10. Construya un autómata de estado �nito para soluionar el problema ex-

puesto en la siguiente arta:

Querido amigo:

Al poo tiempo de omprar esta vieja mansión tuve la desagradable sorpresa de ompro-

bar que está hehizada on dos sonidos de ultratumba que la haen prátiamente inhabita-

ble: un anto piareso y una risa sardónia. Aún onservo, sin embargo, ierta esperanza,

pues la experienia me ha demostrado que su omportamiento obedee a iertas leyes,

osuras pero infalibles, y que puede modi�arse toando el órgano y quemando inienso.

En ada minuto, ada sonido está presente o ausente. Lo que ada uno de ellos hará en

el minuto siguiente depende de que lo pasa en el minuto atual, de la siguiente manera:

El anto onservará el mismo estado (presente o ausente), salvo si durante el minuto

atual no se oye la risa y too el órgano, en uyo aso el anto toma el estado opuesto.

En uanto a la risa, si no quemo inienso, se oirá o no según que el anto esté presente

o ausente (de modo que la risa imita al anto on un minuto de retardo). Ahora bien, si

quemo inienso la risa hará justamente lo ontrario de lo que haía el anto.

En el momento en que le esribo estoy oyendo a la vez la risa y el anto. Le quedaré muy

agradeido si me die qué manipulaiones de órgano e inienso debo seguir para restableer

de�nitivamente la alma.
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Ejeriio 4.11. Demuestre que ada una de las máquinas de estado �nito siguientes es

un autómata de estado �nito y trae de nuevo el diagrama de transiión omo uno de un

autómata de estado �nito.

//GFED@ABCq0

a/1
�� b/0

++GFED@ABCq1

b/1

kk

a/0

hh

//GFED@ABCq0

a/1
++

b/0

<<
GFED@ABCq1

b/0
//

a/1




GFED@ABCq2

b/0




a/0

WW

Ejeriio 4.12. ¾Son las palabras abaa y abbaa aeptadas por el reonoedor �nito indi-

ado por la �gura?

//GFED@ABCq0
b
�� a ++GFED@ABC?>=<89:;q1

a //

b

kk GFED@ABC?>=<89:;q2

a




b

bb

Ejeriio 4.13. Diseñe un reonoedor �nito que aepte úniamente las palabras no nulas

sobre {a, b} que satisfagan las siguientes ondiiones:

1. No ontengan letras a.

2. Tienen un número par de letras aes.

3. Exatamente una letra b.

4. Exatamente dos letras a.

5. {α | toda a de α está entre dos bes}.

6. {α | α ontiene la subadena abab}.

7. {α | α no ontiene ninguna de las subadenas aa o bb}.

8. {α | α tiene un número impar de aes y un número par de bes}.
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9. {α | α tiene ab y ba omo subadenas}.

Ejeriio 4.14. Dos reonoedores (automátas) �nitos RF1 y RF2 se dien equivalentes

si y sólo si aeptan el mismo lenguaje, es deir, L(RF1) = L(RF2).
Sea RF el onjunto de todos los reonoedor �nitos sobre un alfabeto Σ. Sea R ⊆

RF × RF la relaión de�nida por: la pareja (RF1,RF2) está en R si y sólo si RF1 es

equivalente a RF2. Demuestre que la relaión R es una relaión de equivalenia en RF (y

por tanto, que la de�niión de equivalenia de reonoedores �nitos es onsistente on el

uso matemátio habitual de los términos).

Ejeriio 4.15. Para el autómata de estado �nito representado por la �gura:

//GFED@ABCq0

a,b




a //

b
��

GFED@ABCq3
a //GFED@ABC?>=<89:;q4

a,b




GFED@ABCq1

b
��

GFED@ABC?>=<89:;q2

a,b

JJ

1. ¾Qué tipo de autómata es?

2. ¾Qué lenguaje reonoe?

Ejeriio 4.16. Para los autómatas de estado �nito representados por la �guras:

//GFED@ABCq0
a //GFED@ABC?>=<89:;q1

a,b




//GFED@ABCq0
a //

b
��

GFED@ABC?>=<89:;q1

a,b




GFED@ABCq2

a,b

TT
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1. ¾Cuál es un AFD?

2. ¾Cuál es un AFN?

3. Pruebe que reonoen el lenguaje dado por a(a | b)∗.

4. Justi�que por qué son equivalentes.

Ejeriio 4.17. Diseñe un AFN que aepte úniamente los onjuntos de palabras dados

por:

1. {a}.

2. {b}.

3. {a, b}.

4. (a | b)∗ | (aba)+.

5. Palabras de la forma bowwow, bowwowwow, bowwowwowwow, . . . .

6. Palabras de la forma ohmy, ohmyohmy, ohmyohmyohmy, . . . .

7. La unión de los dos lenguajes anteriores.

Ejeriio 4.18. Obtener los monoides del sumador y del restador binario y ompararlos.

Ejeriio 4.19. Demuestre el teorema 4.3 (pág. 151).

4.8. Notas Bibliográ�as

La presentaión de un sistema desde la teoría de sistemas fue tomada de [6℄. Las má-

quinas de estado �nito son presentadas por [6, 10, 19, 22, 27℄, entre otros. Las máquinas de

Moore y las máquinas de Mealy son presentadas por [6, 10℄. Los autómatas de estado �ni-

to, tanto los deterministas omo los no determinnistas, son presentados por [6, 10, 19, 20℄;

el término de reonoedor �nito es introduido por [10℄. Las seiones que estableen la

relaión entre álgebra, autómatas y lenguajes fueron adaptadas de [10℄.
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Capítulo 5

Autómatas de Pila

En lo onerniente a nuestros desarrollos realizados en el ontexto de los autómatas de

estado �nito es posible que hayamos notado, intuitivamente, que éstos tienen una memoria

limitada, esto es, sólo tienen apaidad para una �memoria� �nita. El problema se puede

observar laramente en el ontexto del reonoimiento de algunos lenguajes donde se re-

quiere de un autómata que almae o guarde una gran antidad de informaión. Tómese por

ejemplo, el aso de lenguages de la forma {amcm | m ≥ 0} (independiente del ontexto);

para asos omo éste, el autómata debería realizar diversos proesos omo: debe veri�ar

no sólo que toda `a' preeda a toda `', sino que, además, tiene que ontar el número de

símbolos `a' y de símbolos `'. Tendríamos entones que limitar el número de símbolos `a'

que el autómata debe ontar.

Neesitamos entones, ontar on autómatas que estén dotados de un dispositivo que

les permita un almaenamiento no limitado de informaión y, además, on apaidad para

guardar y omparar informaión. Este sería, por ejemplo, el aso para un autómata reono-

edor del siguiente lenguaje independiente del ontexto: {cαcα3 | α ∈ Σ∗, y Σ = {a, b, c}}.
Busaremos, pues, onstruir formalmente un tipo de autómata que tenga las buenas

propiedades antes menionadas, de forma tal que lleguemos a soluionar el problema, al

menos para ierto tipo de lenguajes; pues, omo sabemos, existen lenguajes que no son

reonoibles por ningún tipo de autómata �nito de las lases que hemos venido onsideran-

do. El autómata que se requiere es onoido y se ha designado omo autómáta de pila o

autómata de stak.

En general, podemos deir que el omportamiento de un autómata de pila es muy

similar a los autómatas de estado �nito. La diferenia entre un autómata de pila y un

autómata de estado �nito estriba en que para el autómata de pila, además del estado atual

y del símbolo de entrada, se debe onsiderar el símbolo de ierto alfabeto, que está (en el

momento o tiempo onsiderado) en la ima de una pila, también llamada stak. La pila es,

justamente, el nuevo tipo de dispositivo requerido para poder diseñar reonoedores para el

tipo de lenguajes que hemos menionado en esta introduión. Otro aspeto a resaltar en el
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omportamiento o funionamiento de un autómata de pila onsiste en el siguiente heho: un

autómata de pila, además de requerir ambiar el estado atual uando se tiene determinada

on�guraión, también requiere ambiar la informaión que se halla en ese momento dado

en la ima de la pila.

Para simpli�ar la expresión �Autómata de pila no determinista� (que será básiamente

el que estudiaremos en este apítulo) introduimos la sigla APND.

5.1. Autómata de pila no determinista

Desde un enfoque formal diremos que un APND es un estrutura formal onstituida

omo una héptupla, mediante la interrelaión de un onjunto de estados, un alfabeto de en-

tradas, un alfabeto de pila, una relaión de transiión, un onjunto de estados de aeptaión

y dos símbolos distinguidos (estado iniial y símbolo iniial de la pila).

De�niión 5.1 (APND). Un autómata de pila (o autómata de stak) no determinista está

de�nido por la estrutura matemátia APND =< Q,Σ ∪ {ε}, Γ, δ, q0, A, z0 >, donde:

Q: Conjunto de estados (�nito y diferente de vaío).

Σ: Alfabeto de entrada (�nito y diferente de vaío).

Γ: Alfabeto auxiliar o alfabeto de la pila (�nito y diferente de vaío).

δ: Relaión de transiión.

q0: Estado iniial del autómata (q0 ∈ Q).
A: Conjunto de estados de aeptaión (A ⊂ Q).
z0: Símbolo iniial de la pila (z0 ∈ Γ).

Es importante que anotemos que en realidad δ sólo es una funión para un autóma

de pila determinista. Para el aso no determinista δ es una relaión. De auerdo on las

preisiones hehas sobre el omportamiento de los autómatas no deterministas, diremos que

δ es una relaión tal que a ada terna (q, s, z) ∈ Q× (Σ∪{ε})×Γ, asoia una o más parejas

de la forma (q′, β) donde q′ ∈ Q y β ∈ Γ∗.

Por onsiguiente, para de�nir la regla de transiión (δ), debemos onsiderar el estado

atual q, el símbolo de entrada s en el momento onsiderado y la informaión que se halla

en ese momento en la ima de la pila z; es deir, determinar la terna (q, s, z). Luego tenemos

que onsiderar uál debe ser la reaión del autómata (q′) y uál la informaión (β) que

habrá de ser ubiada en la ima de la pila; es deir, determinar la pareja (q′, β), donde la

informaión a empilar β se ubia en el lugar del símbolo que se hallaba antes en la ima de

la pila. Observemos igualmente que la naturaleza de la relaión δ, es deir δ(q, s, z), obliga
a que se tenga siempre un símbolo en la ima de la pila, esto es, el autómata no podría

efetuar ninguna transiión si la pila está vaía.

Preisemos ahora algunas araterístias fundamentales de un APND.

1. Para que un APND pueda efetuar algún movimiento es neesario que exista algún

símbolo z ∈ Γ en la ima de la pila. Ello se desprende de la de�niión de δ, ya que
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δ ⊆ Q × (Σ ∪ {ε}) × Γ × Q × Γ∗.

2. Para umplir la ondiión anterior es neesario preisar un símbolo iniial para la pila.

z0 ∈ Γ.

3. Dado que ε es la palabra vaía y que se puede tener que δ(q, ε, z) = {(q′, zz)}, entones
es posible, por ejemplo, que un APND ambie de estado y apile un símbolo z ∈ Γ sin

que ourra ninguna entrada.

4. Como δ no neesariamente es una funión, entones puede ourrir que existan ternas

(q, a, z) tales que:

a) δ(q, a, z) no existe y el APND se detiene.

b) δ(q, a, z) ∈ Q × Γ∗ y δ(q, a, z) > 1, es deir, δ(q, a, z) tiene más de una imágen,

por lo tanto, la transiión la realizará el APND de un modo no determinista.

5. Si qj ∈ A, esto es, qj es un estado de aeptaión y δ(q, a, z) = {(qj , β)}, entones el

autómata se detiene, es deir, un APND se detiene toda vez que realie una transiión

a un estado de aeptaión.

Ejemplo 5.1. Sea APND =< Q,Σ∪{ε}, Γ, δ, q0, A, z0 > un APND, donde Q = {q0, q1, q2},
Σ = {c, d}, Γ = {A, B}, q0 es el estado iniial, A = {q2}, z0 = B y la relaión de transiión

δ la de�nimos mediante la tabla de transiiones indiada por la tabla 5.1.

δ (c, A) (d, A) (c, B) (d, B) (ε, A) (ε, B)

q0 (q1, BA) (q2, AA) (q1, BB) (q2, A) (q2, B)
q1 {(q0, ε), (q2, BA)} (q0, ε) (q1, BB) (q0, AA) (q0, B)
q2 (q1, BB) (q2, ε)

Cuadro 5.1: Tabla de transiión δ para el ejemplo 5.1.

A partir de la tabla de transiión 5.1, podemos inferir los siguientes aspetos:

1. δ depende del estado atual (las �las), del símbolo de entrada y del símbolo atual en

la ima de la pila (etiquetas de olumnas).

2. En el rue de �las y olumnas se espei�a un estado siguiente y una aión de la

pila para los símbolos atuales de la entrada y de la ima de la pila. Así, estando

en el estado q1, on entrada c y on B omo símbolo atual en la ima de la pila, el

autómata hae transiión al estado q0 y desempila a B.

3. Igualmente, puede verse de la tabla que no neesariamente hay transiión del autómata

para todas las posibles ternas de Q × (Σ ∪ {ε}) × Γ. De allí que si el autómata pasa
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a un estado qi para el ual no se programó su transiión, entones el autómata se

detiene. Por ejemplo, uando el autómata pasa al estado q2 on A en la ima de la

pila, observamos que no hay transiión programada.

4. δ(q1, c, B) = {(q0, ε)}, india que el autómata estando en el estado q1, on c omo

entrada y B en la ima de la pila, desempila la B y pasa al estado q0.

5. δ(q1, c, A) = {(q0, ε), (q2, BA)}, india que hay dos posibles respuestas, y que una

de ellas será seleionada de modo no determinista: estando en q1 y on (c, A), el
autómata, o bien desempila a A y pasa al estado q0, o bien empila a B y pasa el

estado q2 (estado de aeptaión).

6. Observemos que uando el autómata está en el estado q1 on (d, B), éste permanee en

ese estado empilando signos B; y uando está en q1, on (c, B) pasa a q0 y desempila

a B.

7. Sea la palabra dcdc ∈ Σ∗; entones, dado que δ(q0, d, B) = {(q1, BB)} tenemos que

δ(q0, dcdc, B) = δ(q1, cdc, BB)

= δ(q0, dc, B)

= δ(q1, c, BB)

= δ(q0, ε, B)

= δ(q2, ε, B)

= (q2, ε).

Luego, el autómata se detiene en el estado de aeptaión q2, on la pila vaía. No es

posible ningún movimiento.

Eso signi�a que el autómata para omputar sobre una palabra α ∈ Σ∗ parte de la

on�guraión iniial δ(q0, s1, B), donde q0 es el estado iniial, B es el símbolo iniial

de la pila y s1 es el símbolo más a la izquierda de la palabra α.

5.2. Autómatas de pila y reonoedores

De modo similar a los autómatas que hemos estudiado en apítulos anteriores, un APND

genera ierto lenguaje y puede servir de reonoedor de algunos lenguajes.

De�niión 5.2 (Lenguaje generado por un APND). Sea un autómata de pila no determi-

nista APND =< Q,Σ∪{ε}, Γ, δ, q0, A, z0 >. El lenguaje generado por APND, denotado por

L(APND), está de�nido por el onjunto:

L(APND) = {α ∈ Σ∗ | (q0, α, z0) ⊢δ (q, ε, θ); q ∈ A ∧ θ ∈ Γ∗}.
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La expresión (q0, α, z0) ⊢δ (q, ε, θ) signi�a que mediante la relaión δ, partiendo de la

on�guraión iniial (q0, α, z0), el autómata realiza suesivas omputaiones hasta que α se

agote y termina en la on�guraión �nal (q, ε, θ); donde, q es un estado de aeptaión y

θ ∈ Γ∗ puede o no ser vaía, esto es, el autómata puede o no terminar on la pila vaía. Si

la pila está vaía el autómata neesariamente se detiene.

De�niión 5.3 (APND omo reonoedor de lenguajes). Sea L un lenguaje. Deimos que

un APND APND es un reonoedor de L, si y sólo si, L ⊆ L(APND).

Observaión. Con el símbolo ⊢1, indiamos la on�guraión inmediata.

Ejemplo 5.2. En el ejemplo 5.1 (pág. 167), el autómata:

1. Reonoe la palabra d :

(q0, d, B) ⊢1 (q1, ε, BB)

⊢1 (q0, ε, BB)

⊢1 (q2, ε, BB)

⊢1 (q2, ε, B)

⊢1 (q2, ε, ε),

donde q2 es un estado de aeptaión.

2. No reonoe la palabra c, es deir, (q0, c, B) ⊢1?

3. Reonoe la palabra dc, esto es, (q0, dc, B) ⊢δ (q2, ε, ε) :

(q0, dc, B) ⊢1 (q1, c, BB)

⊢1 (q0, ε, B)

⊢1 (q2, ε, B)

⊢1 (q2, ε, ε).

4. De (2) y (3) se observa que la palabra dcc no es reonoida, pero la palabra dcd sí lo

es.

5. El autómata reonoe el lenguaje L0 = {dn | n ≥ 0} .

a) (q0, d, B) ⊢ (q2, ε, ε). Reonoe a d1 por (1).
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b) Reonoe a d2:

(q0, dd, B) ⊢1 (q1, d, BB)

⊢1 (q1, ε, BBB)

⊢1 (q0, ε, BBB)

⊢1 (q2, ε, BBB)

⊢1 (q2, ε, BB)

⊢1 (q2, ε, B)

⊢1 (q2, ε, ε).

) De (5) se puede ver que reonoe las palabras d3, d4, . . .

d) Luego L0 ⊆ L(APND).

6. El autómata reonoe a: d, dc, dcd, dcdc, dcdcd, dcdcdc, dcdcdcd, . . .

7. L(APND) = {(dc)∗dn | n ≥ 0}.

Ejemplo 5.3. Sea L1 un lenguaje sobre Σ = {a, b}, tal que L1 ontiene igual antidad de

símbolos a y de símbolos b.

Nos interesa onstruir un APND que aepte o reonoza a L1. Para tal efeto debemos

poder ontar las ourrenias de los símbolos a y b en una palabra dada de Σ∗. Aquí podemos

usar la idea de pila, simplemente empilando uando leamos a y desempilando uando leamos

b, o vieversa.

Sea APND un APND de�nido por la tabla de transiiones indiada por la tabla 5.2.

δ (a, A) (a, B) (a, C) (b, A) (b, B) (b, C)

q0 (q0, AA) (q0, ε) (q0, AC) (q0, ε) (q0, BB) (q0, BC)
q1

δ (ε, A) (ε, B) (ε, C)

q0 (q1, C)
q1

Cuadro 5.2: Tabla de transiión δ para el ejemplo 5.3.

Además, Q = {q0, q1}, Σ = {a, b}, Γ = {A, B, C}, A = {q1} y z0 = C.

Para omputar sobre la palabra α ≡ bababaab, el autómata APND realiza el siguiente
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proeso:

(q0, bababaab, C) ⊢1 (qo, ababaab, BC)

⊢1 (q0, babaab, C), desempila

⊢1 (q0, abaab, BC), empila

⊢1 (q0, baab, C), desempila

⊢1 (q0, aab, BC), empila

⊢1 (q0, ab, C), desempila

⊢1 (q0, b, AC), empila

⊢1 (q0, ε, C), desempila

⊢1 (q1, ε, C), estado de aeptaión,

debido a que no hay programada transiión para la on�guraión (q1, ε, C), el autómata se

detiene y α ∈ L(APND). Luego, L(APND) = L1, por ende, APND es un reonoedor de

L1. ¾Qué ourriría en el proeso uando la palabra no es reonoida por el autómata?

5.3. Lenguajes independientes del ontexto y autómatas de

pila

En esta seión nos ouparemos de la tarea de estableer algunas onexiones entre los

APND y los lenguajes independientes del ontexto. Reordemos que un lenguaje indepen-

diente del ontexto se orresponde on el lenguaje generado por una grámatia indepen-

diente del ontexto, grámatias uyas reglas de produión son de la forma A → γ; γ 6= ε,
donde A ∈ N (no terminal) y γ ∈ (N

⋃
T )∗.

La primera onexión que nos interesa estableer está dada por el siguiente teorema,

el ual establee que para todo lenguaje independiente del ontexto siempre es posible

onstruir un reonoedor que sea APND.

Teorema 5.1. Si L es un lenguaje independiente del ontexto, entones existe al menos un

APND APND tal que, L(APND) = L.

Demostraión. La demostraión de este teorema es esenialmente onstrutiva. Suponga-

mos que tenemos una grámatia G =< N , T , P , I > independiente del ontexto. Asumimos

que L = L(G), para alguna grámatia G independiente del ontexto. Se trata entones de

onstruir un APND APND tal que L(APND) = L(G); esto es, el APND nos debe permitir

validar el heho de que todas las palabras de L(G) son reonoidas por el autómata. Sin per-

der generalidad, asumiremos que las palabras generadas por el autómata son derivaiones

por la izquierda.

Pasemos ahora a onstruir diho autómata. Supongamos que sólo neesitamos tres es-

tados. Sea entones APND =< Q,Σ ∪ {ε}, Γ, δ, q0, A, z0 >, donde:
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Q = {q0, q1, q2},
Σ = T ,

Γ = N
⋃

T
⋃

I,
A = {q2}.
La relaión de transiión interna δ, estará determinada por el siguiente tipo de reglas de

transiión:

R-1 Introduimos el símbolo iniial I en la pila, esto es δ(q0, ε, z0) = {(q1, Iz0)}.

R-2 δ(q1, ε, A) = {(q1, α) | A → α}, para todo A ∈ N (símbolos no terminales). Esto es, si

el símbolo que está en la ima de la pila es un símbolo no terminal, entones empilamos

α (lado dereho de la produión A → α), onservando el mismo estado.

R-3 δ(q1, x, x) = {(q1, ε)} para todo x ∈ Σ = T (símbolos terminales). Esto es, si el

símbolo de entrada (x) y el símbolo de la ima de la pila son idéntios, entones lo

desempilamos, onservando el mismo estado.

R-4 δ(q1, ε, z0) = {(q2, z0)}. Esto es, en la ima de la pila queda el símbolo iniial de la

pila, el autómata en el estado de aeptaión q2, y entones, el autómata de detiene y

aepta la palabra de L(G).

Ahora, es posible probar que si α ≡ x1 . . . xn es aeptada por este APND, entones α
es derivable de la gramátia G, esto es, α ∈ L(G).

Si en el APND (APND) antes onstruido tenemos que (q1, x, Aβ) ⊢1 (q1, x, θβ), entones
podemos tener en G que, A → θ; de allí que tengamos:

(q1, x1 . . . xn, Iz0) ⊢1 (q1, x1 . . . xn, x1θz0)

⊢1 (q1, x2 . . . xn, θz0)

...

⊢1 (q1, xn, xnz0)

⊢1 (q1, ε, z0)

⊢1 (q2, ε, z0).

Luego, apliando las reglas de G a lo anterior, tenemos que:

I → x1θ ∧ x1θ → x1x2θ ∧ · · · ∧ x1 . . . xn−1θ → x1 . . . xn,

luego I →∗ x1 . . . xn, de allí que α ≡ x1 . . . xn que fue aeptada por el APND es también

derivable de las reglas de produión de G.
Reíproamente, si I →∗ x1 . . . xn, entones se tiene en G:

I → x1θ ∧ x1θ → x1x2θ ∧ · · · ∧ x1 . . . xn−1θ → x1 . . . xn,
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de allí, se sigue que del APND aquí onstruido:

(q1, x1 . . . xn, Iz0) ⊢1 (q1, x1 . . . xn, x1θz0)

⊢1 (q1, x2 . . . xn, θz0)

...

⊢1 (q1, xn, xnz0)

⊢1 (q1, ε, z0)

⊢1 (q2, ε, z0);

luego, el APND reonoe α, esto es, α ∈ L(APND).

Ejemplo 5.4. El siguiente ejemplo nos ilustra el proeso de onstruión de un APND

para la gramátia G =< N , T , P , I >, donde, N = ∅, T = {a, b, c}, P = {I → aIa, I →
bIb, I → c}. El lenguaje independiente del ontexto a reonoer es L(G) = {αcα−n | α ∈
{a, b}∗} (α−n es la palabra inversa de α).

Construyamos el APND que orresponde a L(G) apliando las reglas de onstruión

señaladas en la demostraión del teorema 5.1 (pág. 171), así:

δ(q0, ε, z0) = {(q1, Iz0)}, (R-1)

δ(q1, ε, I) = {(q1, aIa), (q1, bIb), (q1, c)}, (R-2)

δ(q1, a, a) = δ(q1, b, b) = δ(q1, c, c) = {(q1, ε)}, (R-3)

δ(q1, ε, z0) = {(q2, z0)}.
Mostremos que, por ejemplo, la palabra abcba ∈ L(G) es reonoida por el autómata,

así:

(q0, abcba, z0) ⊢1 (q1, abcba, Iz0)

⊢1 (q1, abcba, aIaz0)

⊢1 (q1, bcba, Iaz0), desempila a

⊢1 (q1, bcba, bIbaz0)

⊢1 (q1, cba, Ibaz0), desempila b

⊢1 (q1, cba, cbaz0)

⊢1 (q1, ba, baz0), desempila c

⊢1 (q1, a, az0), desempila b

⊢1 (q1, ε, z0), desempila a

⊢1 (q2, ε, z0),
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luego, se reonoe abcba.

La segunda onexión que queremos esbozar hae relaión on la pregunta de si todo

lenguaje que sea reonoido por APND es un lenguaje independiente del ontexto. Antes

de presentar el teorema que establee esta onexión, introduimos primero una de�niión y

un teorema uya demostraión dejamos omo ejeriio.

De�niión 5.4 (Lenguaje reonoido on una pila vaía). Sea APND un autómata de pila

no determinista. El siguiente onjunto de�ne el lenguaje reonoido por la pila vaía del

autómata:

P(APND) = {α ∈ Σ∗ | (q0, α, z0) ⊢δ (q, ε, ε)},
esto es, P(APND) es el onjunto de entradas α que generan una suesión de omputaiones

suesivas que se iniian en el estado iniial y ulminan en un estado ualquiera q on la pila

vaía.

Teorema 5.2. Si APND es un APND tal que P(APND) 6= L(APND), entones existe un

APND A0 tal que L(APND) = P(A0).

Demostraión. Ejeriio 5.12.

Lo que a�rma el teorema anterior es que podemos hallar un APND A0 tal que el

lenguaje reonoido por la pila vaía de A0, oinida on el lenguaje reonoido por un

APND APND. Este teorema tiene sentido pues estos dos lenguajes no siempren son iguales

para un autómata dado, omo lo india el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.5. Considérese el aso de un APND APND uya relaión de transiión sea:

δ(q0, c, z0) = (q0, cz0), δ(q0, a, z0) = (q1, ε), δ(q0, c, c) = (q2, ε). Aquí, P(APND) = {a} y

L(APND) = {cc}; donde el onjunto de estados de aeptaión es A = {q2}.

El heho básio del teorema 5.2 (pág. 174) onsiste en onstruir un APND A0 de modo

tal que el onjunto de estados de aeptaión sea un onjunto unitario, estado al ual A0

alanzaría sólo on la pila vaía.

Presentamos ahora el teorema que establee la segunda onexión entre los APND y los

lenguajes independientes al ontexto, menionada anteriormente.

Teorema 5.3. Si L es un lenguaje reonoido por APND, entones L es un lenguaje inde-

pendiente del ontexto.

Demostraión. La demostraión de este teorema es esenialmente onstrutiva. Se trata de

onstruir, a partir de una APND dado, una gramátia independiente del ontexto que le sea

orrespondiente, y de modo tal que una derivaión en esta gramátia simule los movimientos

que el autómata haría para reonoer la palabra derivada.
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Sea APND =< Q,Σ ∪ {ε}, Γ, δ, q0, A, z0 >, un APND. Para hallar una gramátia inde-

pendiente del ontexto uyas reglas interpreten o simulen el omportamiento de APND, se

realiza el siguiente proeso onstrutivo:

1. Hallamos un APND A0 equivalente al autómata dado, tal que A0 sólo ontenga un

estado de aeptaión qf y llegue a él on la pila vaía (teorema 5.2 (pág. 174)).

2. Elegimos omo símbolo iniial de la gramátia I = [q0z0qf ]. La intepretaión se realiza

en el paso siguiente.

3. Los elementos de N o símbolos no terminales se generan omo expresiones de la forma

[qAq′], donde A ∈ Γ y q, q′ ∈ Q. Interpretamos que [qAq′] → α, simula la aión del

autómata, onsistente en (estando en el estado atual q) desempilar a A y moverse

al estado q′ mientras onsume la entrada α . Veamos, entones, ómo se generan las

reglas de produión para la gramátia orrespondiente al APND dado.

a) Si (qj , ε) ∈ δ(qi, x, A) entones se tiene la regla [qiAqj ] → x.

b) Si (qj , BC) ∈ δ(qi, x, A) (la entrada x desempila a A, pero el autómata, en su pro-

eso, debe desempilar a B y a C, para poder llegar a qf on la pila vaía), enton-

es, se inluyen todas las produiones de la forma [qiAqm] → x[qiBqn] [qnCqm],
donde qm y qn son ualquier estado del autómata.

Ejemplo 5.6. Consideremos el autómata APND =< Q,Σ ∪ {ε}, Γ, δ, q0, A, z0 > tal que

Q = {q0, q1, q2}, Σ = {a, b}, Γ = {A, z0}, A = {q2} y la relaión de transiión δ de�nida

por:

δ(q0, a, z0) = {(q0, Az0)}, (5.1a)

δ(q0, a, A) = {(q0, AA)}, (5.1b)

δ(q0, b, A) = {(q1, ε)}, (5.1)

δ(q1, b, A) = {(q1, ε)}, (5.1d)

δ(q1, ε, A) = {(q1, ε)}, (5.1e)

δ(q1, ε, z0) = {(q2, ε)}. (5.1f)

Este autómata satisfae la ondiión de que sólo hae transiión al estado de aeptaión

q2 uando la pila esté vaía. Además, en la demostraión del teorema 5.2 (pág. 174) se veri�-

a que las transiiones del autómata equivalente son de la forma δ(qi, x, A) = {c1, c2, . . . , ck},
donde las ci son de la forma ci = (q, ε) ó ci = (q, BC) (sólo se empila o desempila on un

únio símbolo de Γ).

1. Símbolo iniial de la gramátia: I = [q0z0q2].
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2. Reglas de produión de la gramátia orrespondientes a APND:

a) Las reglas orrespondientes a las transiiones (5.1), (5.1d), (5.1e) y (5.1f) son

del tipo (3a) (teorema 5.3 (pág. 174)). Luego, tenemos de ellas:

Para (5.1): [q1Aq1] → b,

para (5.1d): [q1Aq1] → b,

para (5.1e): [q1Aq1] → ε,

para (5.1f): [q1z0q2] → ε.

b) Las reglas orrespondientes a las transiiones (5.1a) y (5.1b) son del tipo (3b)

(teorema 5.3 (pág. 174)). Luego, tenemos de ellas:

Para (5.1a):

[q0z0q0] → a [q0Aq0] [q0z0q0]

→ a [q0Aq1] [q1z0q0]

→ a [q0Aq2] [q2z0q0],

[q0z0q1] → a [q0Aq0] [q0z0q1]

→ a [q0Aq1] [q1z0q1]

→ a [q0Aq2] [q2z0q1],

[q0z0q2] → a [q0Aq0] [q0z0q2]

→ a [q0Aq1] [q1z0q2]

→ a [q0Aq2] [q2z0q2].

Para (5.1b):

[q0Aq0] → a [q0Aq0] [q0Aq0]

→ a [q0Aq1] [q1Aq0]

→ a [q0Aq2] [q2Aq0],

[q0Aq1] → a [q0Aq0] [q0Aq1]

→ a [q0Aq1] [q1Aq1]

→ a [q0Aq2] [q2Aq1],

[q0Aq2] → a [q0Aq0] [q0Aq2]

→ a [q0Aq1] [q1Aq2]

→ a [q0Aq2] [q2Aq2].

Ejemplo 5.7. Indiquemos el modo omo la derivaión en la gramátia simula el ompor-

tamiento del reonoedor.

Por ejemplo, la adena aaabbb es reonoida por el autómata anterior. Veamos la se-

uenia de on�guraiones orrespondientes.
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(q0, aaabbb, z0) ⊢1 (q0, aabbb, Az0), de regla (5.1a)

⊢1 (q0, abbb, AAz0), de regla (5.1b)

⊢1 (q0, bbb, AAAz0), de regla (5.1b)

⊢1 (q0, bb, AAz0), de regla (5.1)

⊢1 (q0, b, Az0), de regla (5.1)

⊢1 (q0, ε, z0), de regla (5.1d)

⊢1 (q0, ε, ε), de regla (5.1f).

Luego, termina en el estado de aeptaión q2 on la pila vaía.

Ahora, la derivaión en la gramátia que ontruimos en el ejemplo 5.6 (pág. 175) para

la palabra aaabbb, viene dada por:

[q0z0q0] → a [q0Aq0] [q0z0q0]

→ aa [q0Aq1] [q1Aq1] [q1z0q2]

→ aaa [q0Aq1] [q1Aq1] [q1Aq1] [q1z0q2]

→ aaab [q1Aq1] [q1Aq1] [q1z0q2]

→ aaabb [q1Aq1] [q1z0q2]

→ aaabbb [q1z0q2]

→ aaabbbε

→ aaabbb

Para errar este apítulo sobre autómatas de pila, onsideramos importante realizar las

siguientes observaiones:

1. Los autómatas de pila nos sirven entones para probar, no obstante ierta omplejidad,

si un determinado lenguaje es o no independiente del ontexto. Inluso se puede

a�rmar que, en la mayoría de los asos, es más senillo onstruir el autómata que

diseñar la gramátia independiente del ontexto.

2. Los autómatas de pila pueden ser usados omo métodos más expeditos para probar o

veri�ar algunas propiedades espeí�as de los lenguajes independientes del ontexto

(omo lo ejempli�a la próxima seión de ejeriios).

5.4. Ejeriios

Ejeriio 5.1. Dada la siguiente tabla de transiión para un APND que designamos por

APND donde Q = {q0, q1, q2, q3}, A = {q3} y z0 = A:
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δ (a, A) (b, A) (ε, A) (a, B) (b, B) (ε, B)

q0 {(q1, BA), (q3, ε)} (q3, ε)
q1 (q1, BB) (q2, ε)
q2 (q2, ε)
q3

1. Analizar el omportamiento del autómata APND, uando de halla en los estados q0, q1

y q2.

2. Analizar el omportamiento del autómata APND toda vez que entra b, on B en la

ima de la pila.

3. ¾Qué signi�a el heho de que δ(q0, a, A) = {(q1, BA), (q3, ε)}?

4. Veri�ar si la palabra abbabb pertenee a L(APND).

5. Determinar L(APND).

Ejeriio 5.2. Sea APND =< Q,Σ ∪ {ε}, Γ, δ, q0, A, z0 > un APND, donde Q = {q0, q1},
Σ = {a, b}, Γ = {A, B, Z}, A = {q1}, z0 = Z y la relaión de transiión δ de�nida por:

δ(q0, ε, Z) = {(q1, Z)},
δ(q0, a, Z) = {(q0, AZ)},
δ(q0, b, Z) = {(q0, BZ)},
δ(q0, a, A) = {(q0, AA)},
δ(q0, b, A) = {(q0, ε)},
δ(q0, a, B) = {(q0, ε)},
δ(q0, b, B) = {(q0, BB)}.

1. Elaborar una tabla de transiión para APND.

2. Veri�ar que la palabra babaababε ∈ L(APND).

3. Hallar L(APND).

Ejeriio 5.3. Para la gramátia presentada en el ejemplo 5.4 (pág. 173), veri�ar si la

palabra aabcaab /∈ L(G) es reonoida por el APND presentado en ese ejemplo (sugerenia:

en un momento se obtiene la on�guraión (q1, aab, baaz0). ¾Existe regla de transiión para

seguir?)

Ejeriio 5.4. Sea #(α, a) el número de símbolos a en la palabra α. Diseñar un APND

tal que reonoza el lenguaje L donde L = {β ∈ {a, b}∗ | #(β, a) = #(β, b)}.
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Ejeriio 5.5. Diseñar un APND que sea un reonoedor para L = {cnbn | n ≥ 0}.

Ejeriio 5.6. Diseñar un APND que sea un reonoedor para L = {amb2m | m ≥ 0}.

Ejeriio 5.7. Dado el autómata APND, de�nido por la siguiente tabla donde A = {q2}:

δ (a, z0) (a, b) (b, a) (b, b)

q0 {(q2, a), (q1, ε)}
q1 (q2, ε) (q1, b) (q1, b)
q2

1. Hallar el lenguaje generado por el autómata.

2. ¾Qué lenguaje será reonoido por el autómata?

3. ¾Es la palabra a3b4 reonoida por este autómata?

4. Si ambiamos A = {q2} por A′ = {q1, q2}, ¾uál será el lenguaje generado?

Ejeriio 5.8. Dada la gramátia G de�nida por las siguientes produiones:

I → aAA,

A → bI,

A → aI,

A → a.

1. Hallar L(G).

2. Diseñar un APND APND tal que L(APND) = L(G).

3. Mostrar que a3b3 ∈ L(APND).

4. Produir a3b3 mediante G.

Ejeriio 5.9. Hallar una gramátia independiente del ontexto que sea orrespondiente

al siguiente APND donde A = {q3}, Γ = {A, B, z0}:

δ (a, z0) (ε, z0) (a, A) (b, z0) (b, A)

q0 (q0, Az0) (q3, ε) (q1, ε)
q1 (q2, ε)
q2

q3 (q0, Az0)
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Ejeriio 5.10. Diseñar un APND que sea un reonoedor del lenguaje generado por la

gramátia indiada por las siguientes reglas:

I → aABB,

I → aAA,

A → aBB,

A → ε,

B → bBB,

B → a.

Ejeriio 5.11. Diseñar una gramátia que sea orrespondiente on el lenguaje generado

por el siguiente APND donde Q = {q0, q1}, Σ = {a, b}, Γ = {a, z0}, A = {q1}:

δ(q0, a, z0) = {(q0, az0)},
δ(q0, b, a) = {(q0, aa)},
δ(q0, a, a) = {(q1, ε)}.

¾Qué tipo de gramátia se obtuvo?, ¾por qué?

Ejeriio 5.12. Demostrar el teorema 5.2 (pág. 174).

Ejeriio 5.13. Dada las siguientes transiiones que de�nen una ierta relaión de transi-

ión:

δ(q0, a, z0) = {(q0, az0)},
δ(q0, a, A) = {(q0, A)},
δ(q0, b, A) = {(q1, ε)},
δ(q1, ε, z0) = {(q3, ε)}.

1. Determine el mínimo Q y el mínimo Σ.

2. ¾Cúal es el onjunto A?, ¾por qué?

3. Hallar el lenguaje generado por este autómata.

4. ¾El autómata umple las ondiiones del teorema 5.3 (pág. 174)?

5. Investigar qué debe haerse para hallar un autómata equivalente que las umpla.
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6. Hallar una gramátia independiente del ontexto que genere el mismo lenguaje que

este último autómata.

Ejeriio 5.14. Probar que si L0 es un lenguaje independiente del ontexto y L1 es regular,

entones L0∩L1 es un lenguaje independiente del ontexto (sugerenia: onsidere un APND

que sea un reonoedor de L0 y un autómata de estado �nito que sea un reonoedor de L1.

Mediante una adeuada ombinaión de ellos, onstruya un APND que sea un reonoedor

de L0 ∩ L1).

5.5. Notas Bibliográ�as

Los autómatas de pila son presentados en [17, 20℄. El ejemplo 5.4 (pág. 173) y el ejeri-

io 5.14 (pág. 181) fueron tomados de [20℄. La demostraión del teorema 5.3 (pág. 174) es

un reordenamiento de la demostraión presentada por [20℄.
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Capítulo 6

Complejidad algorítmia

Una vez estableido qué problemas, funiones o lenguajes son omputables, la teoría

de la omplejidad algorítmia lasi�a estos objetos de auerdo on la antidad de reur-

sos neesarios para omputarlos. En el ontexto de la omplejidad algorítmia es neesario

preisar los siguientes elementos: (i) Objetos a omputar, (ii) Modelo(s) de omputaión

empleado(s), (iii) Modos de omputaión, (iv) Reursos a aotar y (v) Funiones de om-

plejidad.

Iniiamos nuestro trabajo en modo de omputaión determinista y en un modelo de

omputaión denominado máquinas de Turing k-intas.

6.1. Máquinas de Turing k-intas

La idea intuitiva de una máquina de Turing k-intas es la de una máquina de Turing

que opera simultáneamente on k intas de trabajo, en donde existe una abeza de letura-

esritura para ada inta.

De�niión 6.1 (Máquina de Turing k-intas). De�nimos formalmente una máquina de

Turing determinista k-intas, para k > 1, mediante la estrutura matemátia MT =<
Q,Σ, M, I >, donde:

Q,Σ y M son los mismos onjuntos que para una máquina de Turing.

I: Es una funión de�nida de Q × Σk en Σk × Mk × Q ∪ {qY , qN}.
Al de�nir I omo un onjunto �nito de instruiones I = {i0, i1, i2, . . . , ip}, ada ij

es una (3k + 2)-tupla de la forma: qm smi
. . . smk

sn1
. . . snk

m1 . . . mk qn, donde

qm ∈ Q, qn ∈ Q∪{qY , qN}, smi
, sni

∈ Σ y mi ∈ M ; además los estados {qY , qN} /∈ Q (estos

estados serán usados para la de�niión de lenguajes reursivos y lenguajes reursivamente

enumerables presentadas a ontinuaión).
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6.2. Lenguajes reursivos y lenguajes reursivamente enume-

rables

Los objetos para los uales se van a de�nir las otas en los reursos son los lenguajes

formales.

De�niión 6.2 (Lenguaje reursivamente enumerable). Sea Σ una alfabeto de una máquina

de Turing k-inta MT k y sea L ⊆ (Σ − {�})∗ un lenguaje. Se die que la máquina MT k

aepta el lenguaje L si para todo α ∈ (Σ − {�})∗ se umple:

1. Si α ∈ L, entones, la máquina MT k se detiene en el estado qY .

2. Si α /∈ L, entones, la máquina no se detiene en qY . Esto permite tres posibilidades:

a) MT k se detiene en el estado qN .

b) MT k se detiene en un estado diferente a qY y a qN .

) MT k no se detiene.

Así, si existe una MT k que aepte el lenguaje L, entones se die que el lenguaje L es

reursivamente enumerable.

Una lase partiular de lenguajes reursivamente enumerables son los lenguajes reur-

sivos en los que la máquina de Turing siempre se detiene.

De�niión 6.3 (Lenguaje reursivo). Sea Σ una alfabeto de una máquina de Turing k-

inta MT k y sea L ⊆ (Σ − {�})∗ un lenguaje. Se die que la máquina MT k deide el

lenguaje L si para todo α ∈ (Σ − {�})∗ se umple:

1. Si α ∈ L entones la máquina MT k se detiene en el estado qY .

2. Si α /∈ L entones la máquina MT k se detiene en el estado qN .

Así, si existe MT k que deida el lenguaje L, entones, se die que el lenguaje L es reursivo.

Enuniamos sin demostraión el siguiente teorema, debido a que es una instania par-

tiular del teorema 2.8 (pág. 77).

Teorema 6.1. Todo lenguaje reursivo es una lenguaje reursivamente enumerable.

Ejemplo 6.1. Sea L un lenguaje palíndromo, es deir, para toda α ∈ L, α ≡ α−1. Se

presenta el omportamiento de la máquina de Turing 2-intas MT 2 que aepta a L, dejando
los detalles de onstruión de la máquina al letor (ejeriio 6.1).

Al iniio la máquina tiene la palabra β ≡ a1a2 . . . am−1amamam−1 . . . a2a1 en la inta1,

omo lo india la tabla 6.1.

A ontinuaión la máquina opia la palabra β en la inta2, omo lo india la tabla 6.2.
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inta1 a1

↑
a2 . . . am−1 am am−1 . . . a1 a2

inta2 ↑ . . . . . .

Cuadro 6.1: Aeptaión para L palíndromo por MT 2 (1).

inta1 a1 a2 . . . am−1 am am−1 . . . a2 a1

↑

inta2 a1 a2 . . . am−1 am am−1 . . . a2 a1

↑

Cuadro 6.2: Aeptaión para L palíndromo por MT 2 (2).

Después la máquina mueve la abeza1 a la posiión iniial omo lo india la tabla 6.3.

Después, la máquina ompara la palabra a1a2 . . . am−1amamam−1 . . . a2a1 de la inta1,

on la palabra a1a2 . . . am−1amamam−1 . . . a2a1 de la inta2. Esta omparaión se realiza

moviendo la abeza1 a la dereha y la abeza2 a la izquierda a medida que se van leyendo

los símbolos, omo lo india la tabla 6.4.

Finalmente, si la omparaión es exitosa, la máquina pasa al estado qY y se detiene; de

lo ontrario, la máquina pasa al estado qN y se detiene.

6.3. Complejidad temporal determinista

El primer reurso de omputaión que vamos a analizar es el tiempo.

De�niión 6.4 (Complejidad temporal para MT k). Sea MT k una máquina de Turing

k-intas. El tiempo requerido para omputar una entrada α ∈ (Σ − {�})∗ es el número de

pasos neesarios para que la máquina MT k se detenga, uando al iniio en la inta1 está

la palabra α.
Sea T : N → N una funión. Se die que la máquina MT k opera on límite temporal

T (n), si para toda α ∈ (Σ − {�})∗ el tiempo requerido para proesarla está dado por

T (l(α)), donde l(α) es la longitud de la palabra α.

Como es de esperarse que ualquier máquina de Turing k-intas requiera al menos n+1
pasos para proesar una palabra de longitud n, entones, en realidad el límite temporal

T (n) signi�a: el máximo entre n + 1 y T (n). Es deir, nuestra onveión será

T (n) ≡def max(n + 1, ‘T (n)').

Ejemplo 6.2. Sea una máquina de Turing k-intas on límite temporal T (n) = nlog2n.
De auerdo on la onvenión T (n) ≡def max(n + 1, ‘T (n)') tenemos por ejemplo que

T (1) = max(2, 0) = 2, T (2) = max(3, 2) = 3 y T (3) = max(4, 4log23) = 4log23. Cuando
seleionar n+1 ó nlog2n, está sujeto a los omportamientos de ambas funiones, tal omo

lo india la �gura 6.1.

De�niión 6.5 (Clase de omplejidad temporal). Sea L un lenguaje aeptado por una má-

quina de Turing k-intas on límite temporal T (n). Deimos entones que L pertenee a la

lase de omplejidad temporal denominada TIEMPOD(T (n)). La lase TIEMPOD(T (n))
es el onjunto formado por todos los lenguajes aeptados por máquinas de Turing k-intas
on límite temporal T (n).

Ejemplo 6.3. Para el lenguaje presentado en el ejemplo 6.1 (pág. 184), alulemos .

Iniialmente supongamos que . El opiar la palabra en la inta requiere

operaiones. El llevar la abeza hasta el �nal de la inta requiere operaiones.

Finalmente, el omparar las dos intas requiere operaiones. Por lo tanto ,

es deir, si es un lenguaje palíndromo, entones, .
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inta1 a1

↑
a2 . . . am−1 am am−1 . . . a2 a1

inta2 a1 a2 . . . am−1 am am−1 . . . a2 a1

↑

Cuadro 6.3: Aeptaión para L palíndromo por MT 2 (3).

inta1 a1 a2

↑
. . . am−1 am am−1 . . . a2 a1

inta2 a1 a2 . . . am−1 am am−1 . . . a2

↑
a1

...

inta1 a1 a2 . . . am−1

↑
am am−1 . . . a2 a1

inta2 a1 a2 . . . am−1 am am−1

↑
. . . a2 a1

Cuadro 6.4: Deisión para L palíndromo por MT 2 (4).

6.4. Notaión asintótia

En el ontexto de la omplejidad algorítmia no estamos preoupados por las onstantes

multipliativas o aditivas de las funiones de omplejidad f(n), por lo tanto, para repre-

sentar éstas usualmente se utiliza la notaión asintótia. Para efetos de ompletitud se

presentaran las tres notaiones asintótias más usuales; sin embargo, sólo se trabajará on

una de ellas.

La notaión O denota una ota superior asintótia. Sea g(n) una funión, on O(g(n))
se denota el onjunto de funiones asintótiamente aotadas superiormente por g(n).

De�niión 6.6 (Notaión 0). O(g(n)) = {f(n) | existen onstantes positivas c y n0 tal

que 0 ≤ f(n) ≤ cg(n), para todo n ≥ n0}.

La onvenión f(n) = O(g(n)), india que f(n) ∈ O(g(n)). La �gura 6.2 muestra el

signi�ado de la notaión O.
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n + 1

nlog2n

Figura 6.1: T (n) = max(n + 1, ‘T (n)').

La notaión Ω denota una ota inferior asintótia. Sea g(n) una funión, on Ω(g(n))
se denota el onjunto de funiones asintótiamente aotadas inferiormente por g(n).

De�niión 6.7 (Notaión Ω). Ω(g(n)) = {f(n) | existen onstantes positivas c y n0 tal

que 0 ≤ cg(n) ≤ f(n), para todo n ≥ n0}.

La onvenión f(n) = Ω(g(n)), india que f(n) ∈ Ω(g(n)). La �gura 6.3 muestra el signi�-

ado de la notaión Ω.

La notaión Θ denota una ota asintótia. Sea g(n) una funión, on Θ(g(n)) se denota

el onjunto de funiones asintótiamente aotadas por g(n).

De�niión 6.8 (Notaión Θ). Θ(g(n)) = {f(n) | existen onstantes positivas c1, c2 y n0

tal que 0 ≤ c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n), para todo n ≥ n0}.

La onvenión f(n) = Θ(g(n)), india que f(n) ∈ Θ(g(n)). La �gura 6.4 muestra el

signi�ado de la notaión Θ.

A ontinuaión, sin demostraión enuniamos los siguientes teoremas relaionados on

la notaión O.

Teorema 6.2. Si f : N → N es un polinomio de grado d, es deir, g(n) = adn
d+ad−1n

d−1+
· · · + a0n

0, entones f(n) = O(nd).

Lo que a�rma el teorema anterior, es que on respeto al aotamiento superior de un

polinomio de grado d sólo es relevante el término que está elevado a este grado.

Teorema 6.3. Si f : N → N es un polinomio, entones f(n) = O(cn), para c > 1.
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f(n)

cg(n)

n0

Figura 6.2: f(n) = O(g(n)).

Lo que a�rma el teorema anterior, es que ualquier polinomio ree más despaio que

ualquier funión exponenial de base mayor que 1.

De auerdo on el teorema 6.2 (pág. 187), la omplejidad temporal del lenguaje pre-

sentado en el ejemplo 6.3 (pág. 185) es T (n) = 3n + 3 = O(n). Se puede observar que las

onstantes multipliativas y aditivas son irrelevantes para la lase de omplejidad temporal

a la ual pertenee un lenguaje.

6.5. Relaiones de omplejidad temporal determinista

Es bastante importante preguntarse si la eleión del modelo de omputaión afeta o

no a la lase de omplejidad temporal a la ual pertenee un lenguaje. Antes de presentar

un teorema que relaiona las omplejidades temporales de una máquina de Turing k-intas
y una máquina de Turing, presentemos un ejemplo de un lenguaje aeptado por máquinas

de Turing.

Ejemplo 6.4. Para el lenguaje presentado en el ejemplo 6.1 (pág. 184), indiquemos el

omportamiento de una máquina de Turing que lo aepta, en donde dejamos los detalles

de onstruión de la máquina al letor (ejeriio 6.2).

Al iniio la máquina tiene la palabra β ≡ a1a2 . . . am−1amamam−1 . . . a2a1 en la inta. A

ontinuaión la máquina ompara el primer y último símbolo; los elimina, y después ompara

el segundo símbolo on el penúltimo, y así suesivamente, omo lo india la tabla 6.5.

Finalmente, si las omparaiones fueron exitosas, la máquina pasa al estado qY y se detiene;

de lo ontrario, la máquina pasa al estado qN y se detiene.
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f(n)

n0

cg(n)

Figura 6.3: f(n) = Ω(g(n)).

f(n)

c2g(n)

n0

c1g(n)

Figura 6.4: f(n) = Θ(g(n)).
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a1

↑
a2 . . . am−1 am am−1 . . . a2 a1

a1 a2 . . . am−1 am am−1 . . . a2 a1

↑

a2

↑
. . . am−1 am am−1 . . . a2

a2 . . . am−1 am am−1 . . . a2

↑
...

. . . am

↑
. . .

Cuadro 6.5: Deisión para L palíndromo por una MT .

Sea l(β) = n la longitud de la palabra β. Para realizar la omporaión del primer y

último símbolo, la máquina neesita 2n+1 pasos. Después la máquina tiene una palabra de

longitud n− 2 símbolos y la omparaión del primer y último símbolo requiere 2(n− 2)+1
pasos. Después la máquina tiene una palabra de longitud n−4 y la omparaión del primer

y último símbolo requiere 2(n − 4) pasos. Y así suesivamente. Entones la funión de

omplejidad temporal viene dada por

T (n) =

n

2∑

i=0

2(n − 2i) + 1

=
(n + 1)(n + 2)

2
= 0(n2).

Es deir, si un lenguaje palíndromo L se aepta on una máquina de Turing, entones,

L ∈ TIEMPO(0(n2)). Pero si el lenguaje L se aepta on una máquina de Turing 2-intas,
entones, L ∈ TIEMPO(0(n)). Esta situaión se generaliza on el siguiente teorema.

Teorema 6.4. Si L es un lenguaje aeptado por una máquina de Turing k-intas MT k

que opera on límite temporal T (n), entones existe una máquina de Turing MT on límite

temporal O(T (n)2) que aepta a L.
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El teorema anterior expresa que nuestro modelo iniial de omputabilidad (la máquina

de Turing), también es un buen modelo de omplejidad algorítmia desde el punto de vista

del reurso tiempo, pues una máquina de Turing k-intas sólo nos proporiona una ganania

de orden polinomial on respeto a una máquina de Turing.

Ahora ontinuemos nuestro trabajo analizando el reurso espaial. Es deir, vamos a

presentar algunos aspetos de omplejidades algorítmias espaiales. Iniialmente presenta-

remos el modelo de omputaión denominado máquina de Turing (k, 1)-intas.

6.6. Máquinas de Turing (k, 1)-intas

La idea intuitiva detrás de una máquina de Turing (k, 1)-intas es la de una máquina

de Turing (k+1)-intas, la ual tiene una inta de sólo letura y k intas de trabajo; es

deir, ontiene k intas de letura y esritura; de ahí la nomenlatura: máquina de Turing

(k, 1)-intas.
La idea de �jar una inta de letura, onsiste en onsiderar que esta inta no afetará el

álulo de la omplejidad espaial de la máquina, pues, para una entrada de tamaño n, no
se tendrá en uenta el espaio oupado por la entrada sino úniamente el espaio requerido

para proesarla.

6.7. Complejidad espaial determinista

De�niión 6.9 (Complejidad espaial paraMT (k,1)). SeaMT (k,1) una máquina de Turing

(k, 1)-intas. El espaio requerido para omputar una entrada α ∈ (Σ−{�})∗ es el máximo

de eldas utilizadas por ualquiera de la k intas de trabajo para que la máquina MT (k,1)

se detenga, uando al iniio en la inta de letura está la palabra α.
Sea S: N → N una funión. Se die que la máquina MT (k,1) opera on límite espaial

S(n), si para toda α ∈ (Σ − {�})∗ el espaio requerido para proesarla está dado por

S(l(α)), donde l(α) es la longitud de la palabra α.

Como es de esperarse que ualquier máquina de Turing (k, 1)-intas requiere al menos

una elda de alguna de las k intas de trabajo para proesar una palabra de longitud n,
entones, en realidad el límite espaial S(n) signi�a el máximo entre 1 y S(n). Es deir,

nuestra onvenión será

S(n) ≡def max(1, ‘S(n)').

Ejemplo 6.5. Sea una máquina de Turing (k, 1)-intas on límite espaial S(n) = log2n.
De auerdo a la onvenión S(n) ≡def max(1, ‘S(n)'), tenemos por ejemplo que: S(1) =
max(1, 0) = 1, S(2) = max(1, 1) = 1 y S(3) = max(1, log23) = log23. Cuando, seleionar
1 o log2n, está sujeto a los omportamientos de ambas funiones, tal omo lo india la

�gura 6.5.
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1

log2n

Figura 6.5: S(n) = max(1, ‘S(n)').

De�niión 6.10 (Clase de omplejidad espaial para un lenguaje). Sea L un lenguaje

aeptado por una máquina de Turing (k, 1)-intas on límite espaial S(n). Deimos enton-

es que L pertenee a la lase de omplejidad temporal denominada ESPACIOD(S(n)).
La lase ESPACIOD(S(n)) es el onjunto formado por todos los lenguajes aeptados por

máquinas de Turing (k, 1)-intas on límite espaial S(n).

Ejemplo 6.6. Para el lenguaje presentado en el ejemplo 6.1 (pág. 184), alulemos S(n).
Iniialmente supongamos que n es la longitud de la palabra iniial y que vamos a operar

sobre una máquina de Turing MT (2,1), es deir, sobre una máquina de Turing que ontiene

una inta de letura y dos intas de trabajo.

Indiquemos el omportamiento de la máquina de Turing (2, 1)-intasMT (2,1) que aepta

a L, donde dejamos los detalles de onstruión de la máquina al letor (ejeriio 6.3).

La máquina va a operar on dos ontadores i, j esritos en binario en las intas de

trabajo. La intai representará el ontador i y la intaj representará el ontador j. La

máquina realiza dos bules; un bule externo desde i = 1 hasta i ≤ n, y un bule interno

desde j = 1 hasta j ≤ i. En ada iteraión del bule interno la máquina ompara los valores

i y j. Si i < j, inrementa el valor de j en uno. Si i = j, la máquina ompara el i-ésimo

símbolo de izquierda a dereha on el j-ésimo símbolo de dereha a izquierda de la palabra

de entrada. Si la omparaión es exitosa, entones la máquina regresa al bule externo; de lo

ontrario la máquina pasa al estado qN y se detiene. Si la máquina �naliza el bule externo,

la máquina pasa al estado qY y se detiene.

Esta máquina requiere omo máximo esribir el número n en notaión binaria en las

intas de trabajo (intai, intaj), por lo tanto, su límite espaial S(n) está dado por S(n) =
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log2n = O(log2n).

6.8. Relaiones de omplejidad espaial entre los modelos de

omputaión determinista

De nuevo es importante preguntarse si la eleión del modelo de omputaión afeta o

no la lase de omplejidad espaial a la ual pertenee un lenguaje dado.

Teorema 6.5. Si L es un lenguaje aeptado por una máquina de Turing k-intas MT k

que opera on límite espaial S(n), entones existe una máquina de Turing (k, 1)-intas
MT (k,1) on límite espaial O(S(n)) que aepta a L.

Demostraión. La máquina MT (k,1) opia la palabra de entrada en la primera inta de

trabajo y entones puede operar omo la máquina MT k.

Teorema 6.6. Si L es un lenguaje aeptado por una máquina de Turing (k, 1)-intas
MT (k,1) que opera on límite espaial S(n), entones existe una máquina de Turing (1, 1)-
intas MT (1,1) on límite espaial O(S(n)) que aepta a L.

Demostraión. (indiaión)

Sea Σ el alfabeto de la máquina MT (k,1). Es posible onsiderar los símbolos de las k

intas de trabajo de la máquina MT (k,1) omo k-tuplas de Σk. Estas k-tuplas pueden ser

odi�adas por una alfabeto Σ′ de 2k símbolos. Entones se ontruye una máquina MT (1,1)

que opere on el alfabeto Σ′ de forma equivalente a omo opera la máquina MT (k,1) on

las k-tuplas.

Teorema 6.7. Si L es un lenguaje aeptado por una máquina de Turing (1, 1)-intas
MT (1,1) que opera on límite espaial S(n), entones existe una máquina de Turing MT
on límite espaial O(S(n)) que aepta a L.

Demostraión. (indiaión)

Para obtener la máquina MT se sigue un esquema de odi�aión similar al empleado en

la demostraión del teorema 6.6 (pág. 193).

De nuevo lo que indian los teoremas 6.5 (pág. 193), 6.6 (pág. 193) y 6.7 (pág. 193) es

que nuestro modelo iniial de omputabilidad (la máquina de Turing), también es un buen

modelo de omplejidad algorítmia, desde el punto de vista del reurso espaial, pues una

máquina de Turing (k, 1)-intas sólo proporiona una ganania de orden onstante on

respeto a una máquina de Turing.

Menionábamos al omienzo de este apítulo que uno de los aspetos importantes que

debemos onsiderar en la teoría de omplejidad es el modo de omputaión. Pero hasta el
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momento sólo hemos estudiado el modo de omputaión determinista. Abordamos ahora el

estudio del modo de omputaión no determinista.

6.9. Máquina de Turing no determinista

Desde una perspetiva intuitiva podemos deir que una máquina de Turing no determi-

nista es un máquina de Turing que puede seleionar de un onjunto �nito de posibilidades

una aión o instruión para ejeutar.

De�niión 6.11 (Máquina de Turing no determinista). De�nimos una máquina de Turing

no determinista por la estrutura matemátia MT N =< Q,Σ, M, I >, donde:

Q,Σ y M son los mismos onjuntos que para una máquina de Turing.

I: Es una relaión de�nida de Q×Σ en Σ×M ×Q ∪ {qY , qN}, es deir, I ⊆ Q×Σ×Σ×
M × Q ∪ {qY , qN}.

La diferenia esenial entre las de�niiones formales de una máquina de Turing y una

máquina de Turing no determinista radia en el símbolo I. En la primera, I es una funión

parial, esto es, I: Q × Σ → Σ × M × Q ∪ {qY , qN}, mientras que en la segunda, I es una

relaión, esto es, I ⊆ Q × Σ × Σ × M × Q ∪ {qY , qN}.
Esta diferenia hae que las omputaiones de una máquina de Turing no determinista

presenten la forma de un árbol de omputaión, omo se india en la �gura 6.6, mientras

que las omputaiones de una máquina de Turing presentan la forma de una línea de

omputaión, omo se india en la �gura 6.7.
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Figura 6.6: Árbol de omputaión: máquinas de Turing no deterministas.

6.10. Complejidad temporal y espaial no determinista

De�niión 6.12 (Aeptaión de lenguajes por MTN). Sea Σ una alfabeto de una máquina

de Turing no determinista MT N y sea L ⊆ (Σ−{�})∗ un lenguaje. Se die que la máquina

MT N aepta el lenguaje L si para todo α ∈ (Σ − {�})∗ se umple que:
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Tiempo

��

•

��•
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...

��•

Figura 6.7: Línea de omputaión: máquinas de Turing.

1. Si α ∈ L, entones, existe al menos una posible seleión de aiones de la máquina

MT N tal que ésta se detiene en el estado qY .

2. Si α /∈ L, entones, para ualquier posible aión de la máquina MT N , ésta no se

detiene en el estado qN .

De�niión 6.13 (Complejidad temporal y espaial para MTN). Sea una máquina de Tu-

ring no deterministaMT N . El tiempo requerido para omputar una entrada α ∈ (Σ−{�})∗
es el máximo de número de pasos neesarios para que la máquina MT N se detenga, bajo

ualquier posible seleión de aiones de la máquina, uando al iniio en la inta está la

palabra α. Es deir, el tiempo requerido para omputar α es la longitud del amino más

largo en el árbol de omputaión de la máquina.

En otras palabras, el espaio requerido para omputar una entrada α ∈ (Σ − {�})∗ es

el máximo de eldas utilizadas por ualquiera de las posibles aiones de la máquina, de

modo tal que ésta se detenga uando al iniio en la inta está la palabra α.

Sea T : N → N una funión. Se die que la máquina MT N opera on límite temporal

T (n) si para toda α ∈ (Σ−{�})∗ el tiempo requerido para proesarla está dado por T (l(α)),
donde l(α) es la longitud de la palabra α.

Sea S: N → N una funión. Se die que la máquina MT N opera on límite espaial

S(n) si para toda α ∈ (Σ−{�})∗ el espaio requerido para proesarla está dado por S(l(α)),
donde l(α) es la longitud de la palabra α.

De�niión 6.14 (Clases de omplejidad no deterministas). Si L es un lenguaje aeptado

por una máquina de Turing no determinista on límite temporal T (n), entones deimos que

L pertenee a la lase de omplejidad temporal denominada TIEMPON(T (n)). La lase

TIEMPON(T (n)) es el onjunto formado por todos los lenguajes aeptados por máquinas

de Turing no deterministas on límite temporal T (n).
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Si L es un lenguaje aeptado por una máquina de Turing no determinista on límite

espaial S(n), entones se die que L es un miembro de la lase de omplejidad espaial

ESPACION(S(n)). La lase ESPACION(S(n)) es el onjunto formado por todos los

lenguajes aeptados por máquinas de Turing no deterministas on límite espaial S(n).

6.11. Relaiones entre lases de omplejidad

Existen algunas relaiones de inlusión entre las lases de omplejidad temporal y es-

paial en los modos de omputaión determinista y no determinista que presentamos a

ontinuaión. Iniialmente presentamos las relaiones entre las lases de omplejidad espa-

ial determinista y no determinista.

Teorema 6.8. Si L ∈ ESPACIOD(S(n)), entones L ∈ ESPACION(S(n)). Es deir,

ESPACIOD(S(n)) ⊆ ESPACION(S(n)).

Demostraión. Toda máquina de Turing determinista es una máquina de Turing no de-

terminista espeial en donde esta última sólo tiene una posible aión en su onjunto de

posibles aiones. Luego, si una máquina de Turing determinista tiene límite espaial S(n),
la misma máquina onsiderada omo una máquina de Turing no determinista tiene límite

espaial S(n).

Para poder presentar el próximo teorema neesitamos dos de�niiones. Estas de�niiones

están pensadas para elimininar iertas funiones �patológias� presentes en el onjunto de

posibles funiones de omplejidad espaial.

De�niión 6.15 (Funión espaialmente onstruible). Sea S: N → N una funión. Se die

que la funión S(n) es espaialmente onstruible si existe una máquina de Turing MT on

límite espaial S(n), tal que, para todo n existe una entrada α on l(α) = n, la máquina

MT utiliza S(n) eldas.

Ejemplo 6.7. La funión log2n es espaialmente onstruible. Sea MT (1,1) una máquina

de Turing on una inta de letura y una inta de trabajo, y sea α ≡ a1 . . . an. La máquina

por ada símbolo ai esribe en la inta de trabajo orrespondiente el dígito i en binario. La

máquina MT (1,1) tiene límite espaial log2n, donde n = l(α). Entones, por el teorema 6.7

(pág. 193) existe una máquina de Turing MT on límite espaial log2n equivalente a la

máquina MT (1,1).

Teorema 6.9. Si f(n) y g(n) son funiones espaialmente onstruibles, entones las fun-

iones f(n) + g(n), f(n)g(n) y 2f(n) son espaialmente onstruibles.

Demostraión. Ejeriio 6.4.
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De�niión 6.16 (Construión de manera ompleta). Sea S: N → N una funión. Se die

que la funión S(n) es espaialmente onstruible de manera ompleta si existe una máquina

de Turing MT on límite espaial S(n), tal que, para todo n y para toda entrada α on

l(α) = n, la máquina MT utiliza S(n) eldas.

Teorema 6.10. Si f(n) es una funión espaialmente onstruible y f(n) ≥ n, entones la

funión f(n) es espaialmente onstruible de manera ompleta.

Demostraión. Ejeriio 6.5.

Teorema 6.11 (Teorema de Savith). Si L ∈ ESPACION(S(n)), la funión S(n) es espa-
ialmente onstruible de manera ompleta y S(n) ≤ log2n, entones L ∈ ESPACIOD((S(n))2)

Demostraión. Ejeriio 6.7.

Presentemos ahora las relaiones entre las lases de omplejidad temporal determinista

y no determinista.

Teorema 6.12. Si L ∈ TIEMPOD(T (n)), entones L ∈ TIEMPON(T (n)). Es deir,

TIEMPOD(T (n)) ⊆ TIEMPON(T (n)).

Demostraión. De la demostraión del teorema 6.8 (pág. 196), sabemos que si una máquina

de Turing determinista tiene límite temporal T (n), entones la misma máquina onsiderada

omo una máquina de Turing no determinista tiene límite espaial T (n).

Teorema 6.13. Si L ∈ TIEMPON(f(n)), entones existe una onstante d tal que L ∈
TIEMPOD(df(n)). Es deir, TIEMPON(f(n)) ⊆ TIEMPOD(df(n)).

Demostraión. Si se onoe el número de estados, el número de símbolos del alfabeto y

la omplejidad temporal de una máquina de Turing no determinista, es posible onoer el

número máximo de desripiones instantáneas de la máquina, y por ende, es posible onoer

el número máximo de eldas neesarias para deidir un lenguaje.

Sea MT N una máquina de Turing no determinista on límite temporal T (n). En T (n)
movimientos la máquina puede inspeionar omo máximo T (n) + 1 eldas. Si la máquina

tiene Σ símbolos, entones existen omo máximo Σ
T (n)+1

adenas de longitud T (n) + 1 de

símbolos de Σ. La abeza de letura-esritura puede estar en ualesquiera de las T (n) +

1 eldas, y para ada adena el estado atual puede ser uno de los Q estados. Por lo

tanto, el número máximo de desripiones instantáneas para MT N es Q(T (n)+1)Σ
T (n)+1

.

Luego, existe c tal que cT (n) ≥ Q(T (n) + 1)Σ
T (n)+1

; es deir, el número de desripiones

instantáneas de MT N está limitado por cT (n).

Una máquina de Turing MT puede simular una MT N que aepta o no un lenguaje

de la siguiente manera. A partir de la desripión instantánea iniial, se genera sobre la

intas las desripiones instantáneas que se pueden alanzar en un paso de omputaión
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de MT N ; a partir de éstas, genera las que se pueden alanzar en el siguiente paso de

omputaión de MT N , y así suesivamente hasta T (n) pasos de omputaión de MT N .

Sea T (n) + 2 la longitud de una desripión instantánea, pues una máquina en T (n) pasos

puede esribir T (n)+1 símbolos y añadimos el símbolo del estado atual. Para generar una

desripión instantánea son neesarios 3(T (n) + 2) pasos; esto inluye esribir sus símbolos

y busar el estado qY ; si lo enuentra termina la simulaión; de lo ontrario, genera la

siguiente desripión instantánea. De ada desripión instantánea hay omo máximo cT (n)

desripiones instantáneas siguientes y omo existen T (n) pasos de omputaión, la antidad

total de movimientos es 3(T (n) + 2)T (n)cT (n). Por lo tanto, existe una onstante d tal que

dT (n) ≥ 3(T (n) + 2)T (n)cT (n).

Los teoremas que presentamos a ontinuaión presentan las relaiones entre las lases

de omplejidad temporal y espaial deterministas.

Teorema 6.14. Si L ∈ TIEMPOD(f(n)), entones L ∈ ESPACIOD(O(f(n))). Es

deir, TIEMPOD(f(n)) ⊆ ESPACIOD(O(f(n))).

Demostraión. Si una máquina de Turing realiza a lo sumo f(n) pasos de omputaión,

entones ésta puede utilizar a lo sumo f(n) + 1 eldas de su inta.

Teorema 6.15. Si L ∈ ESPACIOD(f(n)) y f(n) ≤ log2n, entones existe una onstante

c tal que L ∈ TIEMPOD(cf(n)). Es deir, la lase ESPACIOD(f(n)) está ontenida en

la lase TIEMPOD(cf(n)).

Demostraión. Si se onoe el número de estados, el número de símbolos del alfabeto y la

omplejidad espaial de una máquina de Turing, es posible onoer el número máximo de

desripiones instantáneas de la máquina, y de allí onoer el número máximo posible de

pasos que la máquina puede realizar para deidir un lenguaje.

Sea MT una máquina de Turing on límite espaial f(n). Esta máquina puede esribir

Σ símbolos en un espaio de f(n) de eldas de Σ
f(n)

formas distintas; además, para ada

una de estas formas, la máquina puede estar en Q estados diferentes y la abeza de letura-

esritura puede estar en f(n) posiiones diferentes. Por lo tanto el número máximo de

desripiones instantáneas para MT está dado por Qf(n)Σ
f(n)

.

Si, f(n) ≤ log2n, entones existe c tal que cf(n) ≥ Qf(n)Σ
f(n)

para toda n > 1. Por lo
tanto el número máximo de desripiones instantáneas tiene límite superior cf(n); de donde

se onluye que una máquina de Turing que sea apaz de ejeutar todas estas posibles

desripiones instantáneas debe tener omo límite temporal TIEMPOD(cf(n)).

La tabla 6.6 presenta las relaiones entre las lases de omplejidad indiadas por los

teoremas 6.8 (pág. 196), 6.11 (pág. 197), 6.12 (pág. 197), 6.13 (pág. 197), 6.14 (pág. 198) y

6.15 (pág. 198). Las restantes relaiones entre lases de omplejidad pueden ser obtenidas

a partir de esta tabla.
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Relaión

Espaial
ESPACIOD(S(n)) ⊆ ESPACION(S(n))
ESPACION(S(n)) ⊆ ESPACIOD((S(n))2)
si S(n) es una funión espaialmente onstruible

de manera ompleta y S(n) ≥ log2n

Temporal
TIEMPOD(T (n)) ⊆ TIEMPON(T (n))

TIEMPON(f(n)) ⊆ TIEMPOD(df(n))

Determinista
TIEMPOD(f(n)) ⊆ ESPACIOD(O(f(n)))

ESPACIOD(f(n)) ⊆ TIEMPOD(cf(n))
si f(n) ≤ log2n

Cuadro 6.6: Relaiones entre las lases de omplejidad.

6.12. Problemas intratables

La lasi�aión de los problemas en tratables e intratables, puede realizarse desde dos

perspetivas, a saber: temporal o espaial. En esta seión sólo onsideraremos la primera de

ellas. Aunque todos los problemas omputables sean, en teoría, tratables, desde un punto de

vista prátio las osas son diferentes. Así, en la prátia los problemas on límite temporal

polinómio son onsiderados tratables y los que tienen límite temporal exponenial son

onsiderados intratables.

Pasemos a realizar iertas onsideraiones importantes sobre el tema que nos oupa, lo

ual nos llevará a generar un onjunto de de�niiones y teoremas importantes en el ontexto

de la omplejidad algorítmia.

Existe en este ontexto una importante lase de lenguajes que se pueden aeptar en

modo determinista en tiempo polinómio, denominada la lase P .

De�niión 6.17 (Clase P ).

P =
⋃

i≥1

TIEMPOD(ni).

Otra lase importante de lenguajes en este ontexto, son los que se pueden aeptar en

modo no determinista en tiempo polinómio, denominada la lase NP .

De�niión 6.18 (Clase NP ).

NP =
⋃

i≥1

TIEMPON(ni).

Desde el punto de vista de los problemas de deisión, es deir, aquellos problemas en los

uales se espera una respuesta �SI� o una respuesta �NO�, la diferenia entre entre la lase
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P y la lase NP puede ser vista omo la diferenia entre enontrar la respuesta orreta

(lase P ) y probar que una posible respuesta es la orreta (lase NP ). Intuitivamente es

más fáil probar que una respuesta es la orreta que enontrar la respuesta orreta.

Aunque las lases P y NP son lases de lenguajes, hemos presentado una diferenia

intuitiva entre ellas en términos de problemas de deisión. Cualquier problema de deisión

puede ser visto omo el problema de aeptar un ierto lenguaje onstruido bajo una odi-

�aión del problema de deisión en uestión. Por esta razón hablaremos sin distinión de

problemas de aeptaión de lenguajes o de problemas de deisión.

Un problema importante que pertenee a la lase NP es el problema de la satisfa-

tibilidad. Este problema jugará un papel muy importante en una lase de problemas que

llamaremos NP -ompletos.

Ejemplo 6.8 (Problema de la satisfatibilidad). Sea X = {x1, . . . , xn} un onjunto de

variables booleanas y sea t: X → {0, 1} una asignaión de valores de verdad para X; donde,

t(x) = 0 signi�a que x es "falsa
2t(x) = 1 signi�a que x es �verdadera". Si x ∈ X

entones x y x son literales sobre X. El literal x representa el opuesto de x, es deir x es

�verdadero"bajo t si y sólo si x es falso bajo t. Una láusula sobre X es una disyunión de

literales sobre X. Una láusula se die satisfatible si existe una asignaión de valores de

verdad t para sus variables, tal que la láusula sea �verdadera". Un onjunto de láusulas

sobre X se die satisfatible si existe una asignaión de valores de verdad t que satisfae

simultáneamente todas las láusulas del onjunto.

Por ejemplo, el onjunto formado por las tres láusulas C = {x1, x2 ∨ x3, x1 ∨ x3} es

satisfatible, pues la asignaión de valores de verdad t(x1) = t(x2) = 1 y t(x3) = 0, hae
verdaderas ada una de las láusulas del onjunto.

Por otra parte, el onjunto de láusulas C = {x1, x1∨x2, x1∨x2} no es satisfatible, pues
no existe ninguna asignaión de valores de verdad t que haga las tres láusulas verdaderas

simultáneamente.

El problema de la satisfatibilidad (representado omo SAT ) onsiste en deidir si un

onjunto de láusulas arbitrario es o no es satisfatible. El problema SAT ∈ NP . Para

expresar el problema de deisión SAT omo el problema de aeptar un lenguaje LSAT ,

realizaremos la siguiente odi�aión. Cada literal de la forma xi se odi�a omo &ib
donde ib es la representaión en binario del número i. Cada literal de la forma xi se odi�a

omo ¬&ib donde ib es la representaión en binario del número i. Entones el alfabeto para

LSAT está de�nido por Σ = {∨,¬, &, 0, 1} ∪ {, } y el lenguaje LSAT , está de�nido por

LSAT = {α ∈ Σ∗ tal que α representa un onjunto satisfatible de láusulas }.

Dada α ∈ Σ∗ neesitamos saber si, α ∈ LSAT , lo ual onsiste en el problema de aeptar

un lenguaje. Entones a�rmamos que LSAT ∈ NP .

Dado un onjunto de láusulas odi�ado y una asignaión de valores de verdad para

sus variables, es posible evaluar su valor de verdad en tiempo polinómio. Entones una
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máquina de Turing no determinista que seleione una posible asignaión de valores de

verdad para las variables de un onjunto de láusulas odi�ado, puede deidir en tiempo

polinómio si este onjunto de láusulas es satisfatible, tal omo lo india la �gura 6.8.

selección de asignación

��

•

xxqqqqqqqqqqqqqq

�� &&NNNNNNNNNNNNNN

ejecución polinómica

��

t1

��

. . . t2n

��
...

��

...

��• •

Figura 6.8: Árbol de omputaión para una MT N para el problema SAT .

Por el teorema 6.12 (pág. 197), tenemos que TIEMPOD(nk) ⊆ TIEMPON(nk),
luego P ⊆ NP . Uno de los problemas más importantes en el ontexto de la omplejidad

algorítmia es deidir si la inlusión P ⊆ NP , es o no, una inlusión propia, lo ual es

equivalente a deidir si P = NP o P 6= NP .

P = NP equivale a deir que todo problema resuelto por una máquina de Turing no

determinista on límite temporal polinómio puede ser resuelto por una máquina de Turing

determinista on límite temporal polinómio. A partir del teorema 6.13 (pág. 197) podemos

a�rmar que todo problema resuelto por una máquina de Turing no determinista on límite

temporal polinómio, puede ser resuelto por una máquina de Turing determinista on límite

temporal exponenial; sin embargo, este teorema no elimina la posibilidad de enontrar la

máquina de Turing determinista on límite temporal polinómio.

Por otra lado, P 6= NP equivale a deir que existe por lo menos un problema resuelto

por una máquina de Turing no determinista on límite temporal polinómio, que no puede

ser resuelto por una máquina de Turing determinista on límite temporal polinómio. Sin

embargo, hasta el momento no se onoe ningún problema on estas araterístias.

Un onepto importante para determinar si un lenguaje pertenee a la lase P o a la

lase NP es el onepto de reduibilidad en tiempo polinómio.

De�niión 6.19 (Funión omputable en tiempo polinómio). Una funión f se die

omputable en tiempo polinómio si existe una máquina de Turing on límite temporal

polinómio que la alula.



202 Complejidad algorítmia

De�niión 6.20 (Reduión en tiempo polinómio). Un lenguaje L1 es reduible en tiempo

polinómio a un lenguaje L2, denotado por L1 <p L2, si existe una funión omputable en

tiempo polinómio f tal que, f(α) ∈ L2 si y sólo si α ∈ L1.

Teorema 6.16. Si L2 ∈ P y L1 <p L2, entones L1 ∈ P .

Demostraión. Sea L2 ∈ P deidible en tiempo polinómio p2(n) y sea L1 <p L2 en una

reduión de tiempo polinomial f on límite temporal p1(n). Para deidir si α ∈ L1 se

redue α por medio de f y se deide entones si f(α) ∈ L2. Entones deidir si α ∈ L1

tiene un límite temporal p2(p1(n)) el ual es un límite temporal polinómio; por lo tanto

L1 ∈ P .

Teorema 6.17. Si L2 ∈ NP y L1 <p L2, entones L1 ∈ NP .

Demostraión. Ejeriio 6.8.

Además de permitirnos reonoer lenguajes de las lases P o NP , el onepto de re-

duión en tiempo polinómio nos permite hablar de unas lases importantes de lenguajes,

denominados lenguajes C-ompletos y lenguajes C-difíiles.

De�niión 6.21 (Lenguaje C-difíil). Sea C una lase de lenguajes. Un lenguaje L se die

C-difíil si para todo L′ ∈ C, L′ <p L.

De�niión 6.22 (Lenguaje C-ompleto). Sea C una lase de lenguajes. Sea L un lenguaje

C-difíil. Se die que L es un lenguaje C-ompleto si L ∈ C.

La lase de los problemas NP -ompletos es la lase de problemas NP que son equi-

valentes por medio de una reduión en tiempo polinómio. Por lo tanto, si se enuentra

un soluión determinista on límite temporal polinómio para ualquiera de los problemas

en la lase NP -ompletos, entones se ha enontrado una soluión determinista on límite

temporal polinómio para todos los problemas NP -ompletos.

El primer problema que se estableió omo NP -ompleto fue el problema SAT .

Teorema 6.18 (Teorema de Cook). LSAT ∈ NP -ompletos.

Demostraión. (indiaión)

Como SAT es el primer problema NP -ompleto, es neesario demostrar que ualquier

problema NP es reduible en tiempo polinómio a SAT , es deir, es neesario demostrar

que si L ∈ NP entones L <p LSAT . El onjunto de problemas en NP es bastante diverso

y tienen omo araterístia omún el que para ada uno de ellos existe una máquina de

Turing no determinista on límite temporal polinómio que lo resuelve. Por lo tanto, para

demostrar que L <p LSAT , para ualquier L ∈ NP es neesario onstruir una funión

f de tiempo polinómio tal que si α ∈ L, entones f(α) ∈ LSAT , y si α /∈ L, entones
f(α) /∈ LSAT . Es deir, si α ∈ L, entones f(α) es una láusula satisfatible y si α /∈ L,
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entones f(α) es una láusala no satisfatible. La onstruión de f se realiza on base en

la máquina de Turing no determinista que deide a L, por medio de una odi�aión de

todas sus desripiones instantáneas posibles en un tiempo polinómio.

Una vez estableido un primer problema NP -ompleto, para lograr demostrar que un

nuevo problema es NP -ompleto, basta on demostrar que el nuevo problema es NP y

que existe una reduión en tiempo polinómio de un problema NP -ompleto al nuevo

problema. Esta propiedad la formalizamos mediante los siguientes teoremas.

Teorema 6.19. Si L1 ∈ NP -ompleto y L1 <p L2, entones L2 ∈ NP -difíil.

Demostraión. Lo que neesitamos demostrar es que si L1 ∈ NP -ompleto y L1 <p L2,

entones, para ualquier L ∈ NP se tiene que L <p L2.

Sea L ∈ NP , sea L1 ∈ NP -ompleto y L1 <p L2. Como L1 es NP -ompleto, existe una

reduión de tiempo polinómio f1 de L a L1 tal que α ∈ L si y sólo si f(α) ∈ L1. Sea p1(n)
el límite temporal polinómio de la reduión f1. Como L1 <p L2 existe una reduión de

tiempo polinómio f2 de L1 a L2 tal que α ∈ L1 si y sólo si f(α) ∈ L2. Sea p2(n) el límite

temporal polinómio de la reduión f2. La funión f2(f1(α)) es omputable en tiempo

polinómio p2(p1(n)) y tiene el omportamiento de una reduión en tiempo polinómio de

L a L2, es deir, α ∈ L si y sólo si f2(f1(α)) ∈ L2. Entones para ualquier L ∈ NP se

tiene que L <p L2, de donde onluimos que L2 ∈ NP -difíil.

Teorema 6.20. Si L1 ∈ NP -ompleto, L2 ∈ NP y L1 <p L2, entones L2 ∈ NP -ompleto.

Demostraión. Ejeriio 6.9.

Teorema 6.21. Una variante del problema SAT es el problema 3SAT . En este aso ada

láusula debe ontener tres literales. El problema 3SAT ∈ NP -ompletos.

Demostraión. Ejeriio 6.10.

Podemos hallar problemas NP -ompletos en diversos ampos omo la lógia, la teoría

de grafos, el diseño de redes, la teoría de automátas y lenguajes, entre otros. A ontinuaión

presentaremos un problema NP -ompleto de la teoría de grafos. Para lograr su presentaión

requerimos de algunas de�niiones preliminares.

De�niión 6.23 (Digrafo). Un digrafo G, es un modelo de un lenguaje L = {P 2}, donde
P 2 es un símbolo de prediado de aridez dos. En otros términos, un digrafo es una estrutura

matemátia G =< V, R >, donde:

V : Conjunto no vaío uyos elementos llamamos vérties.

R: Relaión binaria de�nida sobre V (R ⊂ V × V ).

Cada digrafo ~G =< V, R > puede ser representado por medio de un diagrama, en donde

ada vértie v ∈ V se representa por medio de un írulo etiquetado on el símbolo v, y
ada (vi, vj) ∈ R se representa por medio de un aro trazado del vértie vi al vértie vj .
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Ejemplo 6.9. ~G2 =< {0, 2, 5, 7, 8},≥ >, representado por la �gura 6.9 es un digrafo

�nito.

/.-,()*+8LL
(( && ""   /.-,()*+7LL 66 88 <</.-,()*+5

�� (( &&/.-,()*+2LL
///.-,()*+0RR

Figura 6.9: Ejemplo digrafo �nito.

Aunque un grafo G =< V, R > también es un modelo de un lenguaje L = {P}, donde P
es un símbolo de prediado de aridez dos, la diferenia entre un digrafo y un grafo onsiste

en que este último debe satisfaer un axioma no exigido al primero.

De�niión 6.24 (Grafo no dirigido). Un grafo no dirigido o simplemente un grafo G =<
V, R > es un modelo de un lenguaje L = {P 2}, tal que G satisfae el axioma de simetría

para la relaión R, es deir,

G |= ∀x∀y((x, y) ∈ R =⇒ (y, x) ∈ R).

Cada grafo G =< V, R > puede ser representado por medio de un diagrama en donde

ada vértie v ∈ V se representa por medio de un irulo etiquetado on el símbolo v y ada

par de elementos (vi, vj), (vj , vi) ∈ R se representan por medio de una arista del vértie vi

al vértie vj .

Ejemplo 6.10. El siguiente objeto matemátio es un grafo �nito.

G2 =< {A, B, C, D}, R >, donde,

R = {(A, A), (A, B), (B, A), (C, D), (D, C), (A, C), (C, A), (B, D), (D, B)}.
El grafo G2 es representado por la �gura 6.10.

/.-,()*+A 76540123B

76540123C 76540123D

Figura 6.10: Ejemplo grafo no dirigido �nito.

Nuestro siguiente problema NP -ompleto justamente es el problema del isomor�smo

de grafos. Sabemos que la relaión de isomor�smo es un relaión entre estruturas uya

funión esenial es reonoer y lasi�ar las que son estruturalmente idéntias. Igualmente

sabemos que toda propiedad o fórmula que satisfaga una estrutura debe satisfaer la otra.

Tales propiedades las denominamos invariantes.
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De�niión 6.25 (Isomor�smo de grafos). Sean G =< V, R > y G′ =< V ′, R′ > dos

grafos (digrafos). Deimos que G es isomorfo a G′, si y sólo si existe una funión biyetiva

φ: V → V ′, tal que:

(v1, v2) ∈ R ⇒ (φ(v1), φ(v2)) ∈ R′; para todo v1, v2 ∈ V .

La funión φ: V → V ′ se denomina isomor�smo de grafos. Esribimos φ: G ⋍ G′ para

indiar que G es isomorfo a G′.

Ejemplo 6.11. Los grafos G1 =< V1, R1 > y G2 =< V2, R2 >, representados por las

�guras 6.11 y 6.12, son isomorfos.

G1 ⋍ G2, ya que,
=
V1 =

=
V2 = 4; además podemos de�nir la funión φ: V1 → V2 tal

que φ(1) = a, φ(2) = b, φ(3) = c y φ(4) = d. Entones, (1, 2) ∈ R1 y (φ(1), φ(2)) ∈ R2;

(1, 4) ∈ R1 y (φ(1), φ(4)) ∈ R2; igualmente para las parejas restantes.

/.-,()*+1

>>
>>

>>
>>

/.-,()*+2

/.-,()*+3 /.-,()*+4

Figura 6.11: G1 isomorfo al grafo de la �gura 6.12.

'&%$ !"#a

==
==

==
==

/.-,()*+b

'&%$ !"#c

��������� /.-,()*+d

Figura 6.12: G2 isomorfo al grafo de la �gura 6.11.

Un aspeto importante en el trabajo on grafos, es el onerniente a la determinaión de

grafos que no son isomorfos. Aunque existen algoritmos que pueden determinar en buena

medida si dos pares de grafos son isomorfos, una forma de determinar que no lo son onsiste

en busar una propiedad que no se preserve.

Ejemplo 6.12. Los grafos G1 y G2, representados por las �guras 6.13 y 6.14 respetiva-

mente, no son isomorfos puesto que G1 tiene siete lados y G2 tiene oho lados.

Ejemplo 6.13. Los grafos Ga y Gb, representados por las �guras 6.15 y 6.16 respetiva-

mente, no son isomorfos.

El vértie b en Ga es adyaente a dos vérties, luego le podríamos asoiar el vértie 6
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'&%$ !"#a /.-,()*+b

'&%$ !"#e

'&%$ !"#c /.-,()*+d

Figura 6.13: G1 no isomorfo al grafo de la �gura 6.14.

/.-,()*+0

��
��

��
��

/.-,()*+1

/.-,()*+2 /.-,()*+3 /.-,()*+4

Figura 6.14: G2 no isomorfo al grafo de la �gura 6.13.

de Gb. Igualmente el vértie q de Ga se podría orresponder on el el vértie 1 de Gb. En Ga

no existen más vérties de grado dos, y en Gb existe todavía el vértie 3. Luego no podríamos

onstruir una biyeión que preserve las adyaenias.

'&%$ !"#a

��
��

��
��

�
/.-,()*+d

��
��
��
��
��
��
��

==
==

==
==

/.-,()*+b

>>
>>

>>
>>

/.-,()*+q

��
��

��
��

'&%$ !"#c '&%$ !"#e

Figura 6.15: Ga no isomorfo al grafo de la �gura 6.16.

Teorema 6.22. Sean G =< V, R > y G′ =< V ′, R′ > dos grafos (digrafos). Determinar si

existe o no un isomor�smo entre los grafo G y G′ es un problema NP -ompleto.

6.13. Ejeriios

Ejeriio 6.1. Construir una máquina de Turing 2-intas tal omo es indiado en el ejem-

plo 6.1 (pág. 184).
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/.-,()*+1
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/.-,()*+2
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/.-,()*+4
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>>

/.-,()*+5
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��
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��

/.-,()*+6

Figura 6.16: Gb no isomorfo al grafo de la �gura 6.15.

Ejeriio 6.2. Construir una máquina de Turing tal omo es indiado en el ejemplo 6.4

(pág. 188).

Ejeriio 6.3. Construir una máquina de Turing tal omo es indiado en el ejemplo ejem-

plo 6.6 (pág. 192).

Ejeriio 6.4. Demostrar el teorema 6.9 (pág. 196).

Ejeriio 6.5. Demostrar el teorema 6.10 (pág. 197).

Ejeriio 6.6. Demostrar que las funiones n2, 2n, n! son funiones espaialmente ons-

truibles de manera ompleta

Ejeriio 6.7. Demostrar el teorema 6.11 (pág. 197).

Ejeriio 6.8. Demostrar el teorema 6.17 (pág. 202).

Ejeriio 6.9. Demostrar el teorema 6.20 (pág. 203).

Ejeriio 6.10. Presentar una indiaión para demostrar el teorema 6.21 (pág. 203).

6.14. Notas Bibliográ�as

Las de�niiones de máquinas de Turing k-intas y máquinas de Turing (k, 1)-intas
así omo las de�niiones de lase de omplejidad temporal y espaial (determinista y no

determinista) para un lenguaje fueron tomadas de [17, 20, 28℄. Las de�niiones de lenguaje

reursivo y lenguaje reursivamente enumerable fueron tomadas de [28℄. Los ejemplos 6.1

(pág. 184), 6.3 (pág. 185) y 6.6 (pág. 192) son presentados por [17, 28℄. Las onveniones

T (n) ≡def max(n + 1, ‘T (n)') y S(n) ≡def max(1, ‘S(n)') así omo los ejemplos 6.3 (pág.

185) y 6.5 (pág. 191) son presentados por [17℄. La notaión asintótia es presentada por [5℄.

Los teoremas 6.2 (pág. 187) y 6.3 (pág. 187) y el ejemplo 6.4 (pág. 188) fueron tomados de

[28℄. El teorema 6.4 (pág. 190) es presentado por [17, 20, 28℄. El teorema 6.5 (pág. 193) es

presentado por [17, 28℄. El teorema 6.6 (pág. 193) es presentado por [20℄. Una versión un
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poo diferente del teorema 6.7 (pág. 193) la ofreen [17, 20℄. Las de�niiones de máquinas de

Turing no deterministas y las lases de omplejidad espaiales y temporales no deterministas

se tomaron de [17, 28℄. El teorema 6.8 (pág. 196) es presentado por [20℄. Las noiones de

funión espaialmente onstruible y funión espaialmente onstruible de manera ompleta

son dadas por [17℄. El teorema 6.9 (pág. 196) se tomó de [17, 28℄. El teorema 6.10 (pág. 197)

aparee en [17℄. El teorema 6.11 (pág. 197) lo ofreen [17, 20, 28℄. El teorema 6.12 (pág.

197) es presentado por [20, 28℄. Los teoremas 6.13 (pág. 197), 6.14 (pág. 198) y 6.15 (pág.

198) apareen en [17, 20℄. Los elementos de la seión 6.12 son dados por [11, 17, 20, 28℄. El

problema P
?
= NP fue propuesto por Steve Smale en 1.998 (medallla Field en matemátias)

omo uno de los problemas matemátios más importantes para el próximo siglo [35℄; en la

misma direión, el Clay Mathematis Institute ofreió en el año 2.000 un premio bastante

uantioso en efetivo por la soluión de siete problemas matemátios, entre ellos el problema

P
?
= NP [18℄. Algunos textos en teoría de grafos son [2, 6, 13, 19, 22℄. Los isomor�smos

entre grafos son presentados por [2, 8, 14℄. El teorema 6.22 (pág. 206) lo ofree [11℄. El libro

[11℄ ofree más de 300 problemas NP -ompletos. El último problema NP -ompleto de que

los autores tienen onoimiento, es la soluión general al juego �busa minas� del sistema

operativo Windows [37℄.
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Índie alfabétio

AFD, véase autómata de estado �nito determi-

nista

AFN, véase autómata de estado �nito no deter-

minista

alfabeto, 99

ambigüedad, véase gramátia

APND, véase autómata de pila no determinista

árbol de análisis sintátio, véase gramátia

autómata de stak, véase autómata de pila no

determinista

autómata de estado �nito

omportamiento entrada-estados, 152

de�niión, 140

determinista, 145

diagrama de transiión, 141

equivalenia entre, 162

no determinista, 146

relaión de equirrespuesta, 152

representaión explíita, 142

tabla de transiión, 141

autómata de pila no determinista

omo reonoedor, 169

de�niión, 166

lase de omplejidad

espaial

determinista, 192

no determinista, 195

temporal

lase NP , 199

lase P , 199

determinista, 185

no determinista, 195

odi�aión

de Gödel, 44

para una instruión, 46

para una máquina de Turing, 47

de n-tuplas números naturales, 34

de números naturales, 34

de Turing, 40

onjunto

deidible, 75

efetivamente enumerable, 79

enumerable, 76

primitivo reursivo, 74

reursivamente enumerable, 77

reursivo, 74

uanti�ador

aotado, 64

derivaión, véase gramátia

desripión

instantánea, 32

ambio de, 33

terminal, 33

esquema

de omposiión, 59

de minimalizaión, 68

de reurrenia primitiva, 59

expresión regular, 123

FPR, véase funión primitiva reursiva

funión

asoiada a una máquina de Turing, 35

omputable tiempo polinómio, 201

espaialmente onstruible, 196

de manera ompleta, 197

numério-teória, 57

parial, 32

Turing-omputable, 35

primitiva reursiva, 60

reursiva, 68

reursiva parial, 72
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regular, 67

total, 32

Turing-omputable, 35

grafo

digrafo, véase grafo dirigido

dirigido, 203

isomor�smo entre, 205

no dirigido, 204

gramátia

ambigüedad de, 115

árbol de análisis sintátio, 112

de�niión, 107

derivaión, 113

lenguaje generado por, 107

notaión BNF, 111

reursividad, 117

taxonomía, 110

lenguaje

C-ompleto, 202

C-difíil, 202
de�niión, 100

lenguaje universal, 99

operaiones entre

lausura de Kleene, 104

lausura positiva, 104

omplemento, 104

onatenaión, 104

interseión, 104

re�exión, 104

unión, 104

reursivamente enumerable, 184

reursivo, 184

m-funión

de�niión, 38

expansión, 39

máquina de estado �nito

de Mealy, 136

de Moore, 137

de�niión, 134

diagrama de transiión, 135

representaión explíita, 136

tabla de transiión, 135

máquina de Turing

(k, 1)-intas, 191

k-intas, 183
odi�aion de Gödel para una, 43

odi�aión de Turing para una, 40

omputaión de una, 33

de�niión, 27

desripión estándar para una, 41

funión asoiada on una, 35

no determinista, 194

número de desripión para una, 42

universal, 48

monoide, 103

homomor�smo entre, 151

notaión asintótia

O, 186

Ω, 187
Θ, 187

número

de Gödel, 45

operador

de minimalizaión µ, 67

palabra

onatenaión, 101

de�niión, 99

longitud de, 100

potenia de, 101

re�exión de, 102

partiión

índie �nito, 153

re�namiento para, 155

PPR, véase prediato primitivo reursivo

prediado

primitivo reursivo, 63

problema

de la deisión, 25

de la parada, 49

del astor afanoso, 51

reonoedor �nito

de�niión, 142

equivaleia entre, 162

lenguaje aeptado por, 143

palabra aeptada por, 142

relaión de equirrespuesta, 154

reursividad, véase gramátia
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reduión

en tiempo polinómio, 201

relaión

de ongruenia, 153

de ongruenia dereha, 153

de ongruenia izquierda, 153

de equirrespuesta, véase autómata de estado

�nito, reonoedor �nito

induida por un lenguaje, 156

numério-teória, 57

semigrupo, 102

sistema

ombinatorio, 106

formal, 105

suesión

de la inta, 33

de�niión, 32

tesis

de Churh-Turing, 93
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