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1.11. Ejercicios propuestos caṕıtulo 1 . . . . . . . . . . . 91

2. Determinantes 101

2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
2.2. Determinante de una matriz . . . . . . . . . . . . . 102
2.3. Propiedades de los determinantes . . . . . . . . . . 108
2.4. Cálculo de determinantes por cofactores . . . . . . 122
2.5. Adjuntas e inversas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
2.6. Regla de Cramer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
2.7. Ejercicios resueltos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
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4.8. Ejercicios propuestos caṕıtulo 4 . . . . . . . . . . . 290

5. Producto vectorial 295

5.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295

5.2. Producto vectorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296

5.3. Aplicaciones del producto vectorial . . . . . . . . . 308

5.3.1. Ecuación del plano . . . . . . . . . . . . . . 308

5.3.2. Distancia entre dos rectas . . . . . . . . . . 311
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2.5. Área del triángulo con vértices en A, B y C . . . . 150

3.1. Combinación lineal de los vectores (1,−1) y (1, 2) . 177
3.2. Combinación lineal de dos vectores . . . . . . . . . 178
3.3. Subespacio generado por el vector (3, 4) . . . . . . . 179
3.4. Bases para R2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
3.5. Tres vectores libres determinan una base para R3 . 202

4.1. Prueba del axioma λ~a ·~b = λ(~a ·~b) para el producto
escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238

4.2. Ley distributiva para el producto escalar . . . . . . 239
4.3. Teorema del coseno . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
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Índice de tablas

1.1. Pesos de las materias por departamento . . . . . . . 21
1.2. Calificaciones por aspirante . . . . . . . . . . . . . 22

2.1. Determinante de una matriz 3× 3 . . . . . . . . . . 107
2.2. Determinante de la matriz A dada . . . . . . . . . . 108
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Caṕıtulo 1

Matrices y sistemas de

ecuaciones lineales

1.1 Introducción

Desde el punto de vista lógico, un curso de Álgebra Lineal
debeŕıa iniciarse con el concepto de espacio vectorial, presentar
luego las transformaciones lineales entre espacios vectoriales y la
cuestión de las matrices, y a partir de esto atacar el problema de
los sistemas de ecuaciones. Sin embargo, desde el punto de vista
pedagógico, resulta más productivo introducir al estudiante en los
conceptos del Álgebra Lineal comenzando con los temas de matrices
y sistemas de ecuaciones lineales, con los cuales él ya está un poco
más familiarizado.

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales, las matrices
constituyen una poderosa herramienta para la formulación de
algoritmos de solución. Además, ellas nos permiten expresar de
forma simple gran variedad de problemas relacionados con procesos
de información, introducción de sistemas lineales en un computador,
etc. En el campo del álgebra lineal y sus temas afines, las matrices
constituyen una herramienta fundamental.

Históricamente, la referencia a problemas algebraicos aparece
en épocas muy remotas. Ya en las civilizaciones de la antigua
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Mesopotamia se muestran algunos problemas matemáticos usando
escritura cuneiforme.

Mejor suerte se ha tenido con los antiguos documentos egipcios,
puesto que el descubrimiento de la piedra trilingüe de Roseta
(griego, demótico y jerogĺıfico) en 1779, en el transcurso de una de
las expediciones napoleónicas, ha permitido descifrar gran parte de
documentos e inscripciones egipcias. Uno de los más importantes,
con carácter matemático, que se ha encontrado es el denominado
papiro Rhind o papiro de Ahmes. Este es un rollo de papiro de
30 cm de ancho por 6 m de largo, que fue comprado en 1858 por
el coleccionista de antigüedades escocés Henry Rhind. Ahmes, el
escriba que transcribió originalmente el papiro alrededor del 1650
a. C., explica que el material es una copia de otro manuscrito que
data de entre los años 2000 y 1800 a. C. y que es muy probable que
sean conocimientos que provengan de Imhotep, arquitecto y médico
del faraón Zoser.

En el papiro Rhind hallamos una gran variedad de problemas
matemáticos, que van desde representaciones para los números
hasta problemas geométricos y de razones trigonométricas. En
el caso del álgebra, aparecen problemas en los cuales se plantea
la solución de una ecuación lineal de la forma x + ax = b o
x + ax + bx = c. Es necesario aclarar que ellos no emplearon
este tipo de escritura; para representar las incógnitas usaban la
expresión “aha” o montón, y con esta terminoloǵıa nos encontramos
con problemas como este: “Calcular el montón si el montón y un
séptimo del montón son 19”.

Por otro lado, los chinos también se plantearon el problema
de resolver sistemas lineales. En el texto Nueve caṕıtulos de arte
matemático, escrito durante la dinast́ıa Han alrededor de los años
200 a. C., nos encontramos con el siguiente problema: “Hay tres
tipos de cereal, de los cuales tres fardos del primero, dos del segundo
y uno del tercero hacen 39 medidas. Dos del primero, tres del
segundo y uno del tercero hacen 34 medidas. Y uno del primero, dos
del segundo y tres del tercero hacen 26 medidas. ¿Cuántas medidas
de cereal son contenidas en un fardo de cada tipo?”.

Usando la notación actual para las ecuaciones, tenemos un
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sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas: x, y y z, que puede
escribirse en la forma

3x+ 2y + z = 39

2x+ 3y + z = 34

x+ 2y + 3z = 26.

En cuanto a la solución, lo que se propone es escribir las
ecuaciones en un tablero de la forma

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

Para resolver el sistema de ecuaciones, el autor de los Nueve
caṕıtulos de arte matemático explica el procedimiento en los
siguientes términos:

1. Multiplique la columna dos por tres y la columna tres por dos;
reste la nueva columna tres a la columna dos, generando una
nueva columna dos. Luego, multiplique la columna uno por
tres y qúıtele la columna tres, generando una nueva columna
uno. De esta forma se obtiene el siguiente tablero:

0 2 3
4 5 2
8 1 1
39 24 39

2. Multiplique la columna uno por cinco y la columna dos por
cuatro; reste la nueva columna dos a la columna uno, obte-
niendo una nueva columna uno. El tablero quedará finalmente
de la siguiente forma:

0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39
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En este tablero, la primera columna permite calcular el valor de
z. Usando este valor y la segunda columna se puede calcular y. Por
último, con estos valores y la ecuación correspondiente a la tercera
columna, se puede determinar el valor de x. Este procedimiento
constituye un antecesor chino del método de eliminación de Gauss.

Entre los métodos que se conocen para resolver sistemas de
ecuaciones lineales, es curioso que lo que hoy conocemos como
método de Cramer para un sistema de la forma

ax+ by = c

dx+ ey = f

fuese presentado por primera vez en la forma

x =
ce− bf

ae− bd
y =

af − dc

ae− bd

por Colin Maclaurin en 1729, en el texto Treatise of Algebra,
que se pretend́ıa fuese una introducción al libro de Isaac Newton
Arithmetica universalis. El libro de Colin Maclaurin se publico en
el año 1748, dos años antes de que viera la luz el texto de Gabriel
Cramer sobre ĺıneas algebraicas, en el que aparecen las mencionadas
fórmulas (Boyer, 2001: 540-542).

1.2 Matrices

Definición 1.2.1. Una matriz A es un arreglo rectangular de m×n
elementos de R o C, distribuidos en m filas y n columnas, y que

denotamos con A = (aij)m×n.

A = (aij)m×n =














a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
...

...
...

...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

...
...

...

am1 am2 · · · amj · · · amn














.

En este caso decimos que A es una matriz de orden m× n.


