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Prefacio

El objetivo fundamental de la mecénica estadistica es vincular el de-
talle determinista de la dindmica microscépica de muchas particulas
al promedio de la descripcién fenomenolégica del comportamiento
macroscépico. La pedagogia tradicional en la ensenanza del com-
portamiento de los sistemas presenta una gran disparidad entre
los comportamientos microscopico y macroscépico. En muchos
tratamientos, el comportamiento macroscépico se explica princi-
palmente por medio de la termodinamica clasica, a menudo antes
de que se tenga el conocimiento de las propiedades cuanticas de las
particulas que forman el sistema. Por lo tanto, el problema consiste
en describir los nexos existentes entre la dindmica de los sistemas
macroscopicos y sus constituyentes microscépicos.

Antes del surgimiento de la mecanica cudntica, Ludwig Boltzmam
formulé la interpretaciéon de la probabilidad en la evolucion de
un sistema aislado, elemento central en la teoria de la mecanica
cudntica. Més tarde, la mecanica cuantica incorpord este modelo
usando la discretizacion de las energias accesibles de las particulas
que forman el sistema en el desarrollo de la termodindmica es-
tadistica. Hoy en dia esta disciplina no solo explica las propiedades
del sistema, sino que también proporciona el formalismo en los
fenémenos de transporte molecular y la dindmica de las reacciones
moleculares [2, 3, 4].

El principal objetivo de este libro, es dar una descripcién fundamen-
tal y detallada de los temas de termodinamica estadistica de gases,
liquidos, sélidos y polimeros, usando un desarrollo matematico sim-
plificado con el propésito de reducir las dificultades en adquirir
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los conceptos bésicos de termodindmica estadistica. Ademas, el
libro posee un contenido muy general orientado a estudiantes e in-
vestigadores en fisica, quimica, biologia e ingenieria que requieran
conocimientos basicos para la obtencién de propiedades de sus sis-
temas de estudio o investigacion, a partir de propiedades microscopi-
cas.

El contenido del libro es una copia de las notas de clase de Fisica
Estadistica del departamento de Ciencias Fisicas de la Universidad
EAFIT, las cuales son revisiones de textos clasicos de la mecanica
y la termodinamica estadistica, como Statistical Mechanics de D.
McQuarrie, Statistical Mechanics de T. Hill, Statistical Thermo-
dinamic de D. McQuarrie, Liquid State Physics de C. Croxton y
Statistical Mechanics of Solids de L. Girifalco.

El autor agradece a los estudiantes de la Universidad EAFIT por
sus aportes en las notas de clases; a los doctores profesores Al-
beiro Restrepo Cossio del Instituto de Quimica de la Universidad
de Antioquia, Juan Manuel Jaramillo Ocampo del Departamento
de Ciencias Fisicas de la Universidad EAFIT y Cesar Pérez del de-
partamento de Ciencias Bioldgicas de la Universidad EAFIT del In-
stituto de Quimica de la Universidad de Antioquia, por sus aportes
durante la revision de éste libro.

Jorge David
Junio de 2017
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Capitulo 1

Ensamble canonico

En este capitulo se determinan los valores promedio termodinami-
cos de un sistema macroscopico compuesto de particulas no interac-
tuantes, tales como energia interna, entropia y energia libre, usando
los resultados de la teoria ab-initio. Este objetivo se alcanzara con el
andlisis de las propiedades mecéanicas (presién, energia y volumen)
y las variables termodindmicas no mecanicas (entropia y energia
libre). Una forma fécil de distinguir las propiedades mecénicas y
no mecanicas es que las propiedades mecanicas son definidas sin
apelar al concepto de la temperatura, mientras que las propiedades
no mecanicas involucran la temperatura.

Considérese un sistema macroscépico, por ejemplo, un litro de agua.
Desde el punto de vista macroscopico, el sistema puede especifi-
carse con pocos parametros: el volumen, el nimero de moléculas
de agua y la temperatura. Desde el punto de vista microscépico,
se tendria un enorme numero de estados cuanticos. Asi, un mol
de agua (18 gramos) contiene 6.02x10%* moléculas de agua. Por lo
tanto, es muy dificultoso manejar 6rdenes de 10?* particulas o es-
tados cudnticos (asumiendo un estado cudntico por particula) para
calcular una propiedad termodindmica, sabiendo que los valores de
las propiedades en cada posible estado cuantico, en general, son
diferentes.



En esta etapa, se debe apelar a los trabajos de Maxwell, y particu-
larmente a los de Gibbs [5]. Sus aproximaciones indican que para
calcular el valor de una propiedad termodindmica (M), se debe
calcular la propiedad en cada uno de los estados cudnticos (M;),
para luego especificar el sistema en el sentido macroscopico. Con el
promedio de esas propiedades se obtiene la contribucién de cada uno
de los posibles estados cuanticos postulandose que: el promedio de
la propiedad corresponde a la propiedad termodindmica. Por ejem-
plo, el promedio energético corresponde a la energia termodinamica

E+— FE (1.1)

de la misma forma, la presién tiene una relacion entre el promedio
de la presién P y la presion del sistema termodinamico

P+—P (1.2)

1.1 Ensamble

Un sistema macroscopico es una coleccién de particulas del orden
de 10 particulas, el cudl es considerado como un ensamble. El
concepto de ensamble dado por Gibbs dice: “Un ensamble es una
coleccion (mental o virtual) de un gran nimero de sistemas, deno-
tado por A, y a su vez es una replica del sistema termodindmico de
interés” [1]. Por ejemplo, suponga que se tiene un sistema aislado
con volumen V', N moléculas (no mezcladas) y energia E. En-
tonces, el ensamble tendria un volumen AV, AN moléculas y en-
ergia total AE. Cada uno de los sistemas en este ensamble, es un
sistema mecanocuantico de N moléculas contenidas en un volumen
V. Los valores de N y V| junto con los potenciales moleculares, son
suficientes para calcular los autovalores energéticos E; (usando la
ecuacién de Schrodinger) y sus degenerancias 2(E;). Asi, la ener-
gia (macroscopica) E suele ser la energfa del j-ésimo sistema (£})
con una respectiva degerancia (E). Aunque todos los sistemas en
el ensamble son idénticos desde el punto de vista termodindmico,
pueden ser diferentes a nivel mecano cuantico.



El ensamble debe obedecer al principio de igual probabilidad. Es
decir, se requiere que cada uno de los estados cudnticos de Q(FE)
tengan la misma representacion en el ensamble. Asi, ninguno de los
estados cudnticos es mas importante en Q(FE). Todos los estados
cuanticos de Q(F) son consistentes con los tnicos valores del sis-
tema N, V y E. Claro que el niimero de sistemas en el ensamble es
la integral de Q(F). El nimero de sistemas en el ensamble es muy
grande y puede arbitrariamente ser tan grande al duplicar, triplicar,

., su tamano. Una alternativa de interpretacién del principio de
igualacién a priori es: un sistema aislado (N, V' y E fijos) es in-
distinguible tomar cualquiera de los estados cudnticos ascesibles
Q(E). Considere un sistema con N, V y T variables independi-
entes. Cada sistema estd contenido en un volumen V' con paredes
permeables al calor, pero impermeables al paso de las particulas. El
ensamble se encuentra en un bano de temperatura uniforme 7'. Asi,
cuando se alcance el estado estacionario, cada uno de los sistemas
que conforman el ensamble contiene los mismos valores de N, V' y
T. El principio de probabilidades iguales, se sigue cumpliendo en-
tre estados con la misma energia. Si se considera el ensamble como
un sistema aislado, se tendria un ensamble denominado ensamble
candnico [2].

En la proxima seccion, se enfocard la atencién en un ensamble cuyos
sistemas tienen N, V y E fijos. Este es llamado un ensamble mi-
crocanénico y es de utilidad en las discusiones tedricas. En muchas
situaciones practicas se considerara sistemas aislados en especial,
se considerara fija la temperatura mas que la energia.

1.2 Funcion de particion candnica

Un ensamble estd compuesto por un nimero de infinitos sistemas,
los cuales estan caracterizados por un determinado niimero de parti-
culas, una energia, un volumen, y tienen asceso a diferentes estados
energéticos. Ahora, dendtese por a; al j-ésimo sistema del ensamble
que se encuentran en el estado con energia E;(N,V) y a A como
el nimero total de sistemas que posee el ensamble. Se desea cono-



cer la probabilidad de que el sistema a; se encuentre en el estado
energético con energia F;(N,V'). Esta probabilidad puede encon-
trarse mediante el nimero relativo de sistemas del ensamble que
podria tener en cada estado [6]. Por ejemplo, sean los estados 1y 2
con energias F1(N,V) y Eo(N, V). El nimero relativo de sistemas
en los estados con energias E; y Es solo depende de las energias F;
y Es (N y V son constantes), es decir

2 _ ((Ey, By) (1.3)

ai

donde a; y ag son el nimero de sistemas en el ensamble en los
estados 1y 2, y la forma de la funcién f, que solamente depende de
las energias debe ser determinada. Ahora, debido a que la energia
es una cantidad que puede ser referenciada a la energia cero, la
dependencia de E; y FEs en la ecuacién (1.3) puede escribirse de la
siguiente forma

J(Er, Es) = f(EL — E) (1.4)
asi que,
Z—i = [(E1 — E») (1.5)

La ecuacién (1.5) es aplicable en cualquier par de estados, por ejem-
plo, relacionando los sistemas a3 con los sistemas as y ay, se tienen
las siguientes relaciones:

o f(E> — E3) (1.6)
o= f(B ~ By) (1.7)

La relacién entre los sistemas a3 y a;, puede escribirse como

& _%% (1.8)

a a1 G2



se puede usar las ecuaciones (1.5) y (1.6) para obtener las relaciones
az y ai en términos de las funciones energéticas

B (B — B)f(Ey — Ey) (1.9)

ai

Las ecuaciones (1.7) y (1.9) indican que

J(Ey — E3) = f(Ey — Eo) f(Es — Es) (1.10)

sumando y restando F5 en el lado izquierdo de la ecuacion, se ob-
tiene la relacién de funciones energéticas

fl(Ey = Ep) + (BEy — E3)] = f(Ey — Ep) f(Es — E3) (1.11)

En la ecuacién (1.11), se observa que se cumple la relacién de fun-
ciones,

flx+y) = f(z)f(y) (1.12)

La forma de la ecuacién (1.12) satisface las relaciones exponen-
ciales,

et = e”eY (1.13)

en donde se concluye que la forma de f(FE) es proporcional al ex-
ponencial €’F y puede escribirse como

f(E) ~ e (1.14)

con 3 como una constante arbitraria. En el caso general, el nimero
relativo de sistemas en los estados con energias m y n, esta dado
por

_BEn
ap, _ e
o~ B (Em—En) _ p— (1.15)




La forma de la ecuacién (1.15), implica que el nimero de sistemas
am vV a, son dados por

a; = Ce P (1.16)

donde j representa cualquiera de los dos estados m o n, y C' es una
constante que no depende de las particulas ni de la energia. La
evaluaciéon de la constante C' es ligeramente sencilla. Sumando en
ambos lados de la ecuacion (1.16) sobre todos los estados cuanticos
que forman el ensamble, se obtiene:

day=C) e (1.17)

J

pero la suma sobre todos los sistemas del ensamble es igual al
nimero total de sistemas en el ensamble

la constante C esta dada por

A
J
Si se sustituye la ecuacion (1.19) en (1.16), se obtiene,
a; A PE; (1.20)

J

dividiendo en ambos lados por ntimero total de sistemas que forman
el ensamble, se obtiene la relacién

a; e PEi
J



.y ., Ay -,
En la ecuacién (1.21) se observa que la fracciéon — es la fraccién

de sistemas en el ensamble que se encontraria en el j-ésimo estado
con energia E;(N, V). Esta fraccién representa la probabilidad que
posee el j-ésimo sistema con energia F; en el ensamble y estaria
dada por [2]

e PEs

J

La ecuacién (1.22) es la manera en que estan ponderados los valores
de energia y es un resultado importante en la mecanica estadistica.
El denominador de la ecuacién (1.22) se acostumbra a denotarse
por (), indicando la dependencia de las variables N, V' y 3

QIN.V.B) =) e (1.23)

J

Ademas, la ecuacion (1.23) es conocida como la Funcion de par-
ticion canodnica, e indica los pesos de las contribuciones energéticas
en el ensamble. En la ecuacién (1.23 ) solo queda por determinar
la forma de la constante [3.

1.2.1 Evaluacién de la constante [

Dada la probabilidad de encontrar un sistema con valores de N,
V y T en el j-ésimo estado cuantico, se puede calcular el prome-
dio de cualquier propiedad mediante la expresion de la estadistica
clasica

M=) M (1.24)

J

donde M es el valor medio de la propiedad medida y M ; es el valor
de la propiedad en el j-ésimo estado. Debido a que el objetivo de
esta seccion es la determinacion de la constante 3, hacemos uso



de la relacién entre las propiedades mecanicas (energia y presion).
Como la energia libre de Helmholtz A es la energia disponible que
tiene el sistema, se usara para encontrar la relacién entre la energia
interna y la presion del sistema. Partiendo de la definicion de la
energia libre de Helmholtz [7, §]

A(T,V) = E(T,V) — TS(T,V) (1.25)

donde E es la energia interna y S es la entropia. La variacién de A
con respecto al volumen a temperatura constante estd dada por la

A E
8— = 8— -T 8_5 (1.26)
ov ), ov ), ov ),
Analizando como varia la energia libre de Helmholtz y la entropia
con respecto al volumen, se puede encontrar relaciones entre las

propiedades mecanicas. Considere la variacion de la energia libre
de Helmholtz en un proceso reversible

expresion

dA = —PdV — SdT (1.27)

es decir: A = A(V,T), y en forma diferencial se tiene

0A 0A
A=(2=) d —— ) dr 1.2
= (), 2 (o) or - ne

comparando las ecuaciones (1.27) y (1.28), se obtienen las rela-

clones
0A 0A
P=—|(— = — [ — 1.2
(57), v <6T)V (1-29)

derivando las ecuaciones (1.29) con respecto a la temperatura y al
volumen, se obtiene las relaciones entre las variables S y P



